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Uvodna ryec

Udruzenje matematicara Tuzlanskog kantona (UM TK) u 2018. godini je
pokrenulo stru¢no-metodicki ¢asopis EVOLVENTA (JAMTK). Ime ¢asopisa
potje¢e od imena poznate krive u matematici (kriva koja tangente neke date
krive sijete pod pravim uglom naziva se evolventom te krive, vidjeti web
stranicu https://en.wikipedia.org/wiki/Involute).

Casopis FEvolventa je namijenjen ucenicima i nastavnicima osnovnih i
srednjih skola, te studentima prvog i drugog ciklusa studija. Sadrzi strucne
radove iz matematike, informatike i metodike nastave matematike i
informatike, ali i teme iz drugih podrucja ako su na neki na ¢in povezane s
osnovnim profilom ¢asopisa. Takoder sadrzi stalnu rubriku Kutek za zadatke,
namijenjenu ucenicima osnovnih i srednjih skola. U okviru ove rubrike stalno
su prisutni sljedeéi sadrzaji: konkursni zadaci, rjeSenja konkursnih zadataka iz
prethodnog broja, zabavna matematika, nagradni zadatak, a povremeno se
mogu pojavljivati i drugi sadrzaji poput zadataka sa zajednickih maturskih
ispita, odnosno zadataka s kvalifikacionih ispita na fakultetima Univerziteta u
Tuzli i sl.  Najbolja pristigla uceni¢ka rjeSenja konkursnih zadataka se
objavljuju u narednom broju casopisa, kao i spisak svih ucenika, rjesavatelja
zadataka, s brojevima uspjesno rijeSenih zadataka. Za prvo pristiglo, potpuno
tacno, rjeSenje nagradnog zadatka predvidena je adekvatna nagrada.

Casopis Fwvolventa iskljucivo je finansiran sredstvima donatora, sponzora i
sredstvima Udruzenja matemati¢ara TK i dostupan je jedino u online formi na
web stranici UM TK: www.evolventa.ba. U 2019. godini, kao i u 2020. godini,
¢asopis ima samo po jedno izdanje. Razlog tome je $to smo ¢ekali registraciju
casopisa u NUB BiH i dodjelu ISSN broja, a §to je pozitivno rijeSeno u
septembru 2020. godine. Ubuduée planiramo da ¢e ¢asopis imati minimalno
dva izdanja godisnje.

Pozivamo citatelje, a posebno nastavnike, ucenike, studente i ¢lanove
Udruzenja matematicara TK da Salju svoje radove za objavljivanje u casopisu
FEvolventa. Pri tome se treba strogo drzati uputa sadrzanih na web stranici
UM TK.

Urednicki odbor ¢asopisa i Predsjednistvo UM TK se posebno zahvaljuju
kolegicama i kolegama, nastavnicima i asistentima, s Odsjeka matematika
Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli za veliku podrsku u
objavljivanju ¢asopisa Evolventa.

U Tuzli, 19. juli 2021. godine

Urednistvo
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Logaritmi, logaritamske jednadzbe i nejednadzbe

Mehmed Nurkanovié?, Zehra Nurkanovié?

@ Prirodno-matematicki fakultet Univerziteta u Tuzli, Odsjek matematika

Sazetak: U radu se, nakon razmatranja osnovnih osobina logaritma i logaritamske funkcije, detaljnije
razmatraju logaritamske jednadzbe i nejednadzbe, s i bez parametara. Uz osnovne teorijske napomene
kompleksnost ovih jednadzbi i nejednadzbi ilustrirana je nekim karakteristicnim primjerima.

1. Uvod

Pojam logaritma i sve $to je vezano za njega predstavlja vrlo kompleksnu problematiku u nastavi
matematike srednjih skola, kako za ucenike, tako i za njihove nastavnike. Nastavnici obi¢no nemaju
odgovarajuéu literaturu za pripremu predavanja, a uCenicima se to prezentira skromno i s posveéivanjem
nedovoljno vremena za dobro razumijevanje te problematike. I, kako to najcesce biva, izostane prijeko
neophodna motivacija, kojom bi trebalo opravdati izu¢avanje logaritama. Prije svega, potrebno je napraviti
historijski osvrt razvoja logaritama (zbog ¢ega su se pojavili i kako se razvijala teorija koja je zadovoljavala
potrebe prakse, posebno u pomorstvu pri navigaciji). Naravno, pri tome, ne treba stedjeti previse vrijeme na
ovim uvodnim ¢injenicama buduéi da ¢e to rezultirati boljim razumijevanjem logaritama i njihove primjene.
Samom pojmu logaritma treba pristupiti lagano, bez zurbe, s dosta primjera, a tek onda i¢i na njihovu
primjenu u rjesavanju logaritamskih jednadzbi s i bez parametara.

Sliéno kako je to pokazano u [5, 6], u slucaju iracionalnih jednadzbi i nejednadzbi, kao i u slucaju
eksponencijalnih jednadzbi i nejednadzbi, i logaritamske jednadzbe i nejednadzbe su takoder poprilicno
nezgodne za ispitivanje. Logaritamske jednadzbe spadaju u tzv. transcedentne jednadzbe i bitno se
razlikuju od algebarskih jednadzbi. No, uvijek se svode na neku algebarsku jednadzbu. I za njih naravno
ne postoji opéi postupak rjesavanja. Tako smo u moguénosti rijesiti samo neke relativno jednostavne tipove
logaritamskih jednadzbi i nejednadzbi. U ovom radu bit ¢e date osnovne teorijske postavke koje ¢e omoguditi
njihovu ilustraciju na nekoliko karakteristicnih primjera s pazljivo odabranim jednadzbama i nejednadzbama
s 1 bez parametara. Bududéi da se i logaritamske jednadzbe i nejednadzbe vrlo ¢esto pojavljuju na raznim
nivoima takmicenja iz matematike za ucenike srednjih skola, to nam daje razlog viSe za motivaciju pri
pisanju ovog rada. Poseban problem je, kao i kod drugih jednadzbi elementarne matematike, kad se zahtijeva
diskusija rjeSenja logaritamske jednadzbe ili nejednadzbe u ovisnosti o nekom realnom parametru.

Kako bi kvalitetno mogao pratiti naredno izlaganje, ¢itatelj treba dobro da poznaje teoriju i primjene
kvadratnih, eksponencijalnih i iracionalnih jednadzbi i nejednadzbi (v. [1-7]). Prije nego pristupimo
detaljnijem proucavanju ovih jednadzbi i nejednazbi, upoznajmo se prvo s pojmom logaritma i logaritamskom
funkcijom i njenim osobinama, koje ¢e nam biti od velike koristi kasnije.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljucéne rijeci: logaritam, funkcija, jednadzba, nejednadzba
Kategorizacija: Struéno-metodicki rad

Rad preuzet: april 2021.
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2. Pojam logaritma
Promatrajmo jednadzbu
b*=a, a,beR. (1)

Iz praktiénih razloga zanimaju nas samo one vrijednosti za a i b za koje jednadzba (1) ima jedinstveno
rjeSenje. Naime, vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 2.1. Jednadzba (1) ima jedinstveno rjesenje samo kad je a >0 i 0 < b # 1.

Proof. Tmamo nekoliko kvalitativno razli¢itih slucajeva.

1° Za a = b = 0 jednadzba (1) je oblika 0% = 0, ¢ije je rjesenje skup svih pozitivnih realnih brojeva.

2° Za a = 0,b # 0 jednadzba (1) ima oblik b* = 0, a ona o¢ito nema rjeSenja.

3° Za a # 0,b = 0 jednadzba (1) je oblika 0% = a, i ona nema rjeSenja.

4° Za a < 01ili b < 0 jednadzba (1) nekad ima rjeSenje, a nekad nema, tj. nema uvijek rjesenja (npr.
jednadzba (—2)* = 8, kao ni jednadzba 2% = —8 nemaju rjeSenja).

5° Pretpostavimo da je sada b = 1. Ukoliko je a = 1, tada jednadzba (1) ima oblik 1* = 1 i skup njenih
rjesenja je cijeli skup realnih brojeva. Ako je, pak, a # 1, tada ocito jednadzba (1) nema rjesenja.

Odbacujudéi sve navedene slucajeve slijedi zakljucak teorema. Naime, u sluc¢aju kada jea > 010 < b # 1,
znamo da je y = b eksponencijalna funkcija i da svakom realnom broju x odgovara ta¢no jedna pozitivna
realna vrijednost b* koju mozemo oznaciti s a. [

Jedinstveno rjesenje jednadzbe (1) éemo nazvati logaritmom broja a za bazu b i pisati z = log, a.
Preciznije se to moze iskazati sljedecom definicijom.

Definicija 2.2. Neka su a,b € R takvi da je a > 0 10 < b # 1. Logaritmom broja a za bazu b nazivamo
broj x kojim treba stepenovati broj b da bi se dobio broj a, tj. za koji vrijedi b* = a. Taj broj oznacavamo s
z = log, a. Dakle, simbolicki zapisano

r=logpa <= b"=a (a>0,0<b#1). (2)

Primjedba 2.3. Napomenimo da je u slucaju b = 10 uobicajeno izostaviti pisanje baze u logaritmu. Tako
jelogx =log,yx, x > 0. Logaritmi ¢ija je baza 10 zovu se dekadski logaritmi.

1
Primjer 2.4. Naéi: a) log, 33 b) log, 81.

Rjesenje: Oznacimo li trazeni logaritam s x, prema definiciji (2), imamo:

1
a)log23—2:;r = 2= = =270 &= =5,

32
1 xr
b)log%81:x<:> <§) =8l < z=-4. O
1
Primjer 2.5. Odrediti x ako je: a) logy z = -3, b) log, 77 = 3.
13
Rjesenje: a) log% T=-3 < <§> =x < x=28,
1

b)log, — =3 3= _ =, 0
) log,, 7 == = =g

Vazno je istaknuti neke bitne osobine logaritama. Tako iz (2) o¢igledno slijede jednakosti
log, b° =z, b8 =g, (3)
Sljedece osobine su poznate kao logaritamska pravila.

1°  Provo logaritamsko pravilo mozemo iskazati u obliku sljedec¢eg teorema.
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Teorem 2.6. Neka je 0 <b# 1. Tada za sve x > 0, y > 0 vrijedi
log, vy = log, « + log;, y. (4)
Proof. Zbog pretpostavki 0 < b # 1, x > 0,1y > 0, postoje realni brojevi
A =log,z, B =log,y,

§to prema definiciji (2) znaci da je b4 = z, b® = y. Kako je xy > 0, zaklju¢ujemo da postoji log, zy i da
vrijedi

plogy zy 3 2y = b . B = pA+B — plogy atlog,
odakle slijedi (4). O
2°  Sljede¢im teoremom iskazuje se tzv. drugo logaritamsko pravilo.
Teorem 2.7. Neka je0<b#1,t€R. Za sve x > 0 vrijedi
log, ' = tlog, . (5)

Proof. Zbog pretpostavki 0 < b # 1, z > 0, i t € R, postoji realan broj A = log;, z, a zbog =’ > 0 postoji
log,, z*. Imamo

ploss = @ at @ (blogbz)t =ptlos® — Jog, ot = tlog, z.
O

Kao neposrednu posljedicu prethodna dva pravila dobijamo i dva nova pravila iskazana u obliku sljedeca
dva teorema.

Teorem 2.8. Neka je 0 <b#1,t € R. Tada za sve x > 0, y > 0 vrijedi
T
log,, 5 = log, x —log, y. (6)

1

x
Proof. Kako je — = xy~", prema prva dva pravila imamo
Yy

log, g = log, xy~! @ log, = + log, yt © log, x — log, .
O
Teorem 2.9. Ako je 0 <b# 1, n €N, tada za sve x > 0, vrijedi
1
log, {/x = - log;, x. (7)

Proof. log, {/z = log, z= (

=

logyz. O

Primjer 2.10. Odrediti x ako je:
a) logsz =logs 9+ logs 2 —logs 3,

1 1
b) logz = 3 [logz—i— i(logy—logz)
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Rjesenje: Primjenom logaritamskih pravila imamo:

-2
a) loggx:loggTzlog?)G = z =06,

b) glogx: élog% = logz = ilogg = logz = log (%)% == =4 % O
Navedimo jo$ nekoliko vaznih osobina logaritama.

1. Za0<b#1,vrijedi b = 1 <= log, 1 = 0. Dakle,

log,1 =0, 0<b#1. (8)
2. Za0<b#1,vrijedi b' = b <= log, b = 1. Dakle,

log,b=1, 0<b#1. (9)
3. Vrijedi

logya =logyna”™, a>0,0<b#1, neN (10)

Zaista, oznacimo li s A = log;» a™, tada je (b”)A = a", odakle slijedi b4 = a, a odavde je A = log; a.

4. Nekaje0O < a # 1,0 < b # 1. Logaritmiranjem jednakosti b'°%% = g za bazu a, dobijamo
log,, b'°8»* = log, a = 1, odnosno primjenom drugog logaritamskog pravila i formule (9): log, a - log, b = 1.
Dakle,

1
logba:m7 O<a§é170<b#1 (11)

a

Ova se osobina moze smatrati i specijalnim slu¢ajem naredne osobine.

5 NekajeO<b#1,0<c#1,a>0. Oznacimo s log, a = x, odakle je b* = a. Nakon logaritmiranja
posljednje jednakosti (koristeé¢i bazu c¢), dobijamo xlog.b = log,a, odnosno log, alog,.b = log,a. Prema
tome, vrijedi osobina

log.a
log,.b’

log, a = 0<b#1,0<c#1, a>0. (12)

Osobina (12) je od velike prakti¢ne koristi kada je potrebno preéi na logaritam s novom bazom.

6. Vrijedi osobina
1
logy: x = Elogbx, 0<b#1, teR\{0}, z>0.

Zaista, primjenom osobine 4. dvaput i drugog logaritamskog pravila, dobijamo

1 1 1 11
ogy T = ——— = —— = —log; x.
8o log, bt tlog,b t 8o

Primjer 2.11. Ako je logsy 3 = x, logs, 5 = y, izracunati logs, 8.
RjeSenje: Primjenom gornjih osobina logaritama, imamo
30
logs, 8 = logs 2° = 3logs, 2 = 3logs, 3.5
= 3 (logso 30 —logsy 3 —loggy 5) =3 (1 —x —y).
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Primjer 2.12. Odrediti x ako je logg x + log sz + log% x = 6.
RjeSenje: Primjenom logaritamskih pravila, dobijamo
1 1 1 1 2 1

6 = = -
log,, 3 * log, V3 * log 1 log,3 + log,3 log, 3’
3

odakle slijedi

=6 < log,3=
log,. 3 %8s

Primjer 2.13. Dokazati jednakost

! 1 1 n(n+1)
IOgaA+10ga2A+ Jr1ogam4 log, A2 (0<A#1,0<a#1, neN)

Rjesenje: Koriste¢i formulu (11), lijeva strana gornje jednakosti ima oblik

1
logAa+logAa2+...+logAa”:(1+2+~-~+n)logAa:%

n(n+1) 1 n(n+1)

2 ‘log, A log, A%

logy a

3. Logaritamska funkcija
Definicija 3.1. Eksponencijalna funkcija
fR=RY f(z)=a" 0<a#l, (z€R)
je bijektivna, pa postoji njoj inverzna funkcija
TR SR, fN (@) =log,z, 0<a#1, (zeRY)

koju zovemo logaritamskom funkcijom.

Na osnovu definicije logaritma vrijedi ekvivalencija
log,z=y <= z=da", >0, 0<a#l
Logaritamska funkcija ima sljedeée osobine (v. grafike na Slici 1):
1. Funkcija y = log, = definirana je za svako = > 0, a uvjet za bazu je 0 < a # 1.

2. Logaritamska funkcija je bijektivna, pa jednakim brojevima (numerusima) pripadaju jednaki logaritmi
za istu bazu i obrnuto, tj.

x1 = x9 < log, 1 =log, xo (13)
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E V4
y Vs
v
7 y=x
/7
/7
X 1 /’
y=a (a>1) ,
/7
/ Y
»,0 1 X
/7
/7
7/
d y=log,(x), a>1
. % y=log_(x), (0<a<1)
7 7 a

(a) (b)

Slika 1: Grafici logaritamskih funkcija: (a) a > 1, (b) 0 < a < 1.

. Zmak logaritamske funkcije

log,z<0 <= (0<z<1),
za a>1 imamo:
log,2>0 <= x>1,

log,z >0 < (0<z<1),
za 0<a<1 imamo:
log,z <0 <= = > 1.

. Logaritamska funkcija ima jednu jedinu nulu (vidjeti (8)), a to je broj 1, za bilo koju bazu 0 < a # 1,
tj.

log,2=0 <= z=1. (14)
. Za a > 1 funkcija je strogo rastuca, tj. za

a>1: z <zy < log,z; <log, zs. (15)
. Za 0 < a < 1 funkcija je strogo opadajuca, tj. za

0<a<l: m <zy <= log,x1 > log, zs. (16)

[¢] (¢} [e]

Zadaci za samostalan rad

. Izracunati vrijednosti logaritama:

1 . . . 3 . 5
a) log, o8’ b) log. /3 8; c) log% 8; d) log, V/512; e) logs v/243.
. Odrediti z iz jednadzbi:

2
a)log 50 =6; b)log zo=-8 c)logszr=-2; d)log4\/5x:f§.
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3. Izracunati vrijednost izraza:

5 1 1
a) Zlog381 + 3log1 16 — 2log, 32 + log% 77
b) log, log, 16 + logs log, 27; c) 537108525 4 32-logy 3 _ 94—2logss 5,

4. Odrediti oblast definicije (definiciono podruéje) funkcija:
a) y=logs(1 —x?); b) y = log(22? + 5z — 3).

5. Logaritmirati sljedece izraze:

a)x:ﬂ- b)x:<m) : c):c:3<(a

b4 ay?’

6. Odrediti z iz jednadzbi:

a) logz =log3 4 4logn —log5 — 5logm — log p;

1 2
b) logz = log5 + i(loga—i—Zlogb) —2logd — 5logc.

7. Bez upotrebe logaritamskih tablica ili kalkulatora ispitati Sta je vece: log, 3 ili logs 4.
8. Dokazati da je
logy,.a+1log. ,a=2log,,  .a-log. ,a

ako su a i b duzine kateta, a ¢ duzina hipotenuze pravouglog trougla.

4. Logaritamske jednadzbe

Definicija 4.1. Logaritamske jednadzbe su jednadzbe u kojima se mepoznanica javlja i pod znakom
logaritma.

Kod ovih jednadzbi vrlo vazna karakteristika je njeno definiciono podrucje. Kao §to smo vidjeli u
prethodnoj sekciji, izraz

logy, () a ()

je definiran ako i samo ako je 0 < b(x) # 1, a(x) > 0.
Sli¢no kao kod iracionalnih jednadzbi, mogu se rijesiti samo neki relativno jednostavniji primjeri logaritamskih
jednadzbi. Logaritamsku jednadzbu treba, koristeé¢i se osobinama logaritama, pokusati dovesti na oblik

log, f(x) = log, g(z).

Ova se jednadzba zatim rjesava koristeéi se definicijom logaritma i osobinom logaritamske funkcije (13).
Naime, logaritamska jednadzba

log, f() = log, g(x) (17)
ekvivalentna je sistemu
f@)>0 A g(x) >0 A fz) =g(z). (18)

Zajednicka rjeSenja prve dvije nejednadzbe sistema odreduju domenu jednadzbe (17), a jednadzba f(z) =
g(x) slijedi iz formule (13). Pri tome se podrazumijeva ukljucivanje i definicionih podruéja funkcija f i g.
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Ako umjesto jednadzbe (17) imamo jednadzbu
log, f(z) =k, (19)

mozemo je svesti na oblik (17), stavljajuéi log, a* umjesto k, ili, koristedi definiciju logaritma (v. formulu
(3)), mozemo je odmah svesti na ekvivalentnu jednadzbu

f(z) =d.

Ukoliko svi logaritmi u datoj jednadzbi nemaju istu bazu, prvo ih treba svesti na istu bazu, koristeci
neku od formula (11) ili (12).
Istaknimo sada jednu vrlo vaznu ¢injenicu:

Primjedba 4.2. Logaritam log, a?, za a < 0,0 < b # 1 i p paran broj, ne smijemo zamijeniti s plog, a,
nego s plogy, |a|. Dakle, vrijedi

log, a? = plogylal, a <0, 0<b#1ip paran broj. (20)
Primjer 4.3. Rijesiti jednadzbu

3

510gi (z+2)°-3= log1 (4 — z)® +log: (z + 6)°.

Rjesenje: DP: (z+2)2#0,4—2>0,2+6 >0, tj. z € (—6,—2) U (—2,4).
Prema gornjoj napomeni, odnosno prema (20), data jednadzba, uz uvjet za DP, je ekvivalentna sa

3 1

5-210g% |95+2\—3~10g%12310g% (4 =)+ 3log: (z +6)
< log1 (lz+2]-4) =log: (4 —z) (v +6)
<~ 4jz+2/=4—-2)(r+6)

1° z e (-6,-2)
U ovom slucaju imamo

—A(z+2)=(A-2)(x+6) <= z=1-/33,
jer . =1++/33¢ (—6,-2).
2° z € (—2,4), kada imamo
4(z+2)=4d—2)(xz+6) <= z=2,

jer x = —8¢ (—2,4).
R:z=2Vz=1-—+/33. O

Primjedba 4.4. Nekada je definiciono podrucje vrlo tesko odrediti. U takvim slucajevima se ne treba
iscrpljivati na tom problemu, veé je mnogo zgodnije pronaéi sve kandidate za rjesenje i neposrednim vvrstvanjem
u polaznu jednadzbu odrediti koje je od njih zaista rjesenje te jednadzbe.

Primjer 4.5. Rijesiti jednadzbu
108,54 9025045 (2° + 32° + 22 — 1) = log,, © + logy, 2.
Rjesenje: Skup dozvoljenih vrijednosti za = (def. podrucje) je rjeSenje sistema nejednadzbi
23 4+3274+22-1>0, 0<a2®+22> -3z +5#1, 0< 2z # 1. (21)

Ovo definiciono podruéje se ne moze tako jednostavno odrediti (osim, eventualno graficki). Zbog toga ¢emo
postupiti prema preporuci u prethodnoj napomeni. Naime, uz uvjet (21), data jednadzba je ekvivalentna sa

logza+gzz_3z+5(as3—|—3x2—|—295—1):1 — 224+52-6=0 < z=1, z=—6.

Posto uvjet (21) zadovoljava samo x = 1, zaklju¢ujemo da je rjeSenje jednadzbe z = 1. O
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Primjer 4.6. Rijesiti jednadzbu
2

2 3
z,log z+log z°+3 _

i i
Vatl-1  Jotitl
Rjesenje: DP : z > 0. Kako je
2

:x’

T 1
Vati—1  Vatitl

data jednadzba je ekvivalentna sa

($10g2x+310gx+3:l,) — [logxlogszrSlongrS:lng A x>0}

= [(logzm—l—?)logm—l—?)) logz =logz A m>0]
[(10g2x+3logx+3fl)logx:0 A J:>O]
[(z=1V logz+3logz+2=0) A z>0]

1 1
r=1Vzrz=— V x .

<
<
— =10 ~ 100

O
Treba istaknuti da su posebno komplicirane logaritamske jednadzbe s parametrima. Ilustriraéemo
to sljedeéim primjerima.

Primjer 4.7. U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati rjesenje jednadzbe
2log, a +log,, a + 3log,:, a = 0.

Rjesenje: DP:0<z#1,0<azx #1,0<a?zx#1; UP:a >0 (UP - znadi uvjet za parametre).
Uoc¢imo odmah da je za a = 1 rjeSenje svako x € DP, tj. svako x € (0,1) U (1,+00). Razmotrimo sada
slucaj a # 1. Svodenjem na istu bazu data jednadzba ekvivalentna je s jednadzbom

2 n 1 n 3
log,z 1+log,xz 2+log,z

Uvodenjem smjene log, x = ¢, posljednja jednadzba se svodi na kvadratnu jednadzbu

6t + 11t +4 = 0,

1
= ——. Neposredno provjeravajuéi

1
Va'? T aa
1

4 1
odakle je t; = —g,tg =3 Vrac¢anjem smjene dobijamo z; =

u DP, zakljuéujemo da data jednadzba ima dva rjeSenja r1 = —=, o = L za a # 1.
Va av/a
Rezime: ) )
i) za 0 < a#1 jednadzba ima dva rjeSenja: z1 = N ZTo = aa
ii) za a = 1 rjesenje jednadzbe je svako x € (0,1) U (1, 4+00),
i11) za a < 0 jednadzba nema rjesenja. O

Primjer 4.8. U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati jeSenje jednadzbe

log, = +|a +log, x| - log 7 a = alog, a.
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RjeSenje: DP: 0 < z # 1, a uvjet za parametre je UP : 0 < a # 1.
Pod navedenim uvjetima, koristedéi relaciju (11), data jednadzba se moZze transformirati na sljedeéi nacin

1 _a
log, /x log,

Zbog apsolutne vrijednosti razlikujemo dva slucaja.

log, « + |a + log, z| - — logZz +2a+log, x| —a=0.

i) a-+log,x >0, odnosno t > —a, za t =log,
U ovom slucaju se data jednadzba svodi na kvadratnu jednadzbu

P 42A+ta=0 < tio=-1+V1—a.

Ocito za a > 1 ova kvadratna jednadzba nema realnih rjesenja. S obzirom na UP, mora biti a € (0,1).
Preostaje provjeriti da li t; its zadovoljavaju uvjet ¢t > —a, za a € (0,1). Neposredno se provjerava da taj
uvjet zadovoljava samo ¢t = —1 + /1 — a, odakle, nakon vrac¢anja smjene, dobijamo rjesenje date jednadzbe
u obliku z = = "tV1=4 za ¢ € (0,1).

ii) a+log,x <0, odnosno ¢t < —a, za t = log, x
Sada se data jednadzba svodi na kvadratnu jednadzbu

t? =2t —3a=0 <= t; =141+ 3a.

Zbog U P slijedi da su rjeSenja ove kvadratne jednadzbe realna. Preostaje provjeriti dalit; its zadovoljavaju
uvjet ¢ < —a. Neposredno se provjerava da taj uvjet zadovoljava samo t = 1 — /1 + 3a, ali za a € (0, 1),
odakle, nakon vra¢anja smjene, dobijamo rjesenje date jednadzbe u obliku x = al=V1+3% za q € (0, 1).

Rezime:
1° zaa € (—00,0] U[1l,400) jednadzba nema rjeenja,
2° zaa € (0,1) jednadzba ima dva rjesenja: x1 = a~1FTVI= xy = gl -VI+3a, O

o o o

Zadaci za samostalan rad

Rijesiti jednadzbe 1-8.

1. a) logz +log(z +3) =1, b) log v/b5x — 4+ log+/z +1=2+1og0, 18.

2 —4log52 logg (8 — x)
2. a) I 2420 -8)2=log1(10+3z—2?)—1, b e .
a) logy (¢ + 22 —8) 0g (10 + 3z —2%) — 1, )loglz (z+2) logg (z + 2)
log, (2% + 322 + 2z — 1) 1+ 2logg 2
3. =1 1 2 b) —————— —1=21 3-1 12 —z).
10g2 ((L’3 +2{L’2 _31._'_5) OngZE-‘r O089q 25 ) loggx 08, OgQ( :E)
1 2
4. a) + =1.  b)logs,y7 (5 +3) +logs, 3 3z +7) =2.

5—logx 1+logzx
5. a) log 2 +logyzr +loggzx + ... +log gz = 36.

3
6. a) log;gx +log 57 +log ygx + ... + log gz = 5.5, b) log, x + log,2 « + log,s . = T
1
7. a) 58 _3logz—1 _ gloga+l _gloga—1 1) ]og (3v4r+1 - 24—v4z+1) ~2 = 2 log 16—z + 0,25 log 4.

logz+7

8. a) " _ 1010gx+17 b) ({L' + 1)10g3(1—2) +2 (.ZC o 2)log3(m+1) _ 31.2 + 62 + 3.
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9. Nadi sve vrijednosti k € R za koju jednadzba

log (kx)
log (z + 1)

ima tacno jedno rjesenje.

U ovisnosti o realnom parametru a rijesiti jednadzbe 10-12.

10. a) log,2 z +log,2a =1, b) logs a — log, a = logs a.

3
11. a) log, z —log,2 « + log,a x =

1
7 P glog, (1+a)+3loge (1—2) = log, (1-2%)" +2.

a?—4
12. 1 -1 — =1
0g./z @ Og“22a7m

5. Logaritamske nejednadzbe

Definicija 5.1. Logaritamske nejednadzbe su nejednadzbe u kojima se nepoznanica javlja i pod znakom
logaritma.

Razmatrat ¢emo logaritamske nejednadzbe koje se primjenom definicije logaritma i logaritamskih osobina
mogu svesti na nejednadzbu oblika

log, f(z) <log, g(z) (22)
ili oblika
log, f(z) < k. (23)

Nejednadzbe koje se svode na nejednadzbe, a koje se od posljednjih dviju razlikuju samo po prirodi
nejednakosti, analogno se razmatraju.

Na osnovu formula (15) i (16) vrijedi slijedece:

i) ako je a > 1, nejednadzba (22) je ekvivalentna sistemu nejednadzbi
f@)>0 A g(x) >0 A fz) <g(),
11) ako je 0 < a < 1, ona je ekvivalentna sistemu nejednadzbi
f@)>0 A g(x) >0 A f(z)>g(2)
Nejednadzba (23) se, uz uvjet f(z) > 0, svodi na nejednadzbu
fx)<ad® za a>1,
odnosno na nejednadzbu
f(z)>a* za 0<a<l.
Pri tome, naravno, mora se voditi racuna i o definicionim podrué¢jima funkcija f i g.
Primjer 5.2. Rijesiti nejednadzbu

logs (x2 — Hx + 7) <0.
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Rjesenje: Buduéi da je 22 —5x+7 > 0 za sve € R (jer je odgovarajuéa diskriminanta D = —3 < 0), to
je DP : z € R. Zbog toga i zbog ¢injenice da je baza logaritma veca od 1, data nejednadzba je ekvivalentna
nejednadzbi 22 — 5z + 7 < 1, odakle se dobija rjesenje: x € [2,3]. O

Primjer 5.3. Rijesiti nejednadzbu

24 — 2z — a2
25-02 14

16

log > 1. (24)

Rjesenje: Odredimo prvo podruégje dozvoljenih vrijednosti za . Naime, istovremeno moraju biti ispunjeni
uvjeti:

724_?j_x2>010<251_6x27&1,
to jest
W > 0 <= ze(-64),
251—6:102 > 0 <= z€(-5,5),
251—6x2 4 1 =92 40 z++3.

Dakle, podrucje dozvoljenih vrijednosti za z je
DP: ze€(-5-3)U(-3,3)U(3,4). (25)

Razlikujemo dva slucaja:

25 — z?
i) 1696 > 1, tj. z € (—3,3) i tada je nejednadzba (24) ekvivalentna s
24 — 2z —a® _ 25— a?
1Z > 16I =t 4160 - 17 <0 <= z € [-17,1].

Odatle se dobija sljedeéi podskup rjesenja
Ry =(-3,3)Nn[-17,1) = (-3,1].

25 — a2
16

i) 0 <

ekvivalentna s

< 1, 8to zajedno s DP znaci da je z € (—5,—3) U (3,4) i tada je nejednadzba (24)

24 — 2z —a? 25 —a?
< o0, — )
T4 <16 — 1z € (—00, 17U, +00)

Odatle se dobija drugi podskup rjesenja

Ry = ((—5,-3) U (3,4)) N ({(—o0, —17] U [1,+00)) = (3,4) .
Rezultat: R =Ry URy = (—3,1]U (3,4). O
Primjer 5.4. Rijesiti nejednadzbu

10g|, 14/ 2 - logy (2 — 5z +4) > 1.
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Rjesenje: Svodedi sve logaritme na istu bazu, tj. | + 4|, data se nejednadzba moze napisati u obliku

x? —br+4

— >0.
|z + 4]

10g|.7:+4\

Posljednja nejednadzba je ekvivalentna disjunkciji

2 2
-5 4 -5 4
<0<|x+4|<1 A O<w<1>v(|x+4|>1 A wA)
|z + 4 |z + 4]
koja je zadovoljena ako i samo ako je x € (=00, —5) U (—3,0] U [6, +00). 0

Logaritamske nejednadzbe s parametrima su posebno komplicirane i zahtijevaju vrlo obazriv
pristup u rjeSavanju. Ilustrirajmo to sljede¢im primjerima.

Primjer 5.5. U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati rjesenje nejednadzbe
10g,(a11) (|| +4) > 1.

Rjesenje: DP : x € R. Zbog uvjeta za bazu logaritma razmatrat ¢emo dva odvojena slucaja.

1° a(a+1)>1,tj.

a€<oo, _1;\/5>U<_1;\/5,+oo>. (26)

Za ove vrijednosti parametra a data nejednadzba je ekvivalentna s (zbog zamjene 1 =log, 1) a(a + 1))

lz] >a(a+1)—4. (27)

Sada su moguca ova dva slucaja:

-1 -v17T -1+ V17
2 ’ 2

i) a(a+1)—4<0,tj. a€ < >, Sto zajedno s (27) daje

2 ' 2 2 2

a€<—1—\/ﬁ —1—\/5>U<—1+x/5 —1+ﬁ>.

Tada je nejednadnadzba (27) zadovoljena za svako z € R, a time je, u ovom slucaju, rjesenje polazne

ne.]ednadee S a‘ko (S ]:[g

it) ala+1)—4>0,tj. a€<—oo7

a€<oo,_1_\/ﬁ}u

oo>7 Sto zajedno s (26) daje

2 2

14T
+ﬁ7+oo>_

Tada je —a(a+1) +4 < a(a+ 1) — 4, pa vrijedi
@27 <=z € (—o0,—a(a+1)+4)U(a(a+1) —4,+0c0).
-1-5 1+\/5>

2° 0<a(a+1)<1,tjac 5 ,—1)yu (0, 5
Za ove vrijednosti parametra a data nejednadzba je ekvivalentna s nejednadzbom

lz] <a(a+1)—4(<1—-4=-3),
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Sto je nemoguce za bilo koje z € R, tj. u ovom sluc¢aju nejednadzba nema rjesenja. Ovome treba pridodati
—1++5
i preostali slucaj, tj. za a € [-1,0] i a = — nejednadzba nema rjeSenja, jer tada baza logaritma ne

zadovoljava uvjet pozitivnosti i razlicitosti od 1.

Rezime

-1+ V17
2 +

2

-1-v1
1. Zaa € <oo, \/77} U

oo> rjeSenje je
x € (—o0,—a(a+1)+4)U(a(a+1) —4,+0c0).

2 ' 2 2 ' 2

—-1-v56 -1+
2 0 2

> rjesSenje je svako x € R.

3. Zaa € [ nejednadzba nema rjesenja.

Primjer 5.6. Naéi sve vrigednosti realnog parametra a za koje nejednakost
2
log#l (x + 2) >1
vrijedi za sve realne vrijednosti x.
RjeSenje: DP : x € R. Zbog uvjeta za bazu logaritma razmatrat ¢emo dva slucaja.
-1
>t — >0« a< -1

a+1 a+1

Tada je data nejednadzba ekvivalentna s

10

9 a 9 a 9 —a—2
2> —— = z° > -2 = > —F
+ a+1 a+1 a+1’
—a—
Sto je zadovoljeno za sve z € R samo ako je 1 < 0, to jest (uzimajuéi i da je a < —1) ako je

a € (—oo,—2).
a
2° 0< —— <1, tj. 0
< oog <Lt a € (0,+00)
Tada imamo

2
x2+2<L = w2<—a+

— <0,
a+1 a+1

§to je nemoguée, tj. = € 0.

R : Samo za a € (—oo, —2), data nejednakost vrijedi za sve realne vrijednosti . O

o o o

Zadaci za samostalan rad

Rijesiti nejednadzbe 1-8.

1. a) log (x +2) —logz > 1, b) log (z —4) —log (z +1) < 1.
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1 1 6
2. - <1 b) log — > 1 5).
logoz log oz —1 ’ ) 8z 0g (¢ +5)
3. a) logg (#? — 52+ 6) <0, b) logg, (22 + 1) <logy, (22 +9).

10.

. a) logy, (22 =52 +6) <1,  b)logy; 3z +4) - log z v25 > 1.

3

7
. a) 2log, 3 -logs, 3 <logy /7 3, b) 10g1+$2 (E + 5) <1

5

. a) log;_,» (2 -5 ) >1, D) (42 — 8z —5)logs (z + 1) < 0.
. a) (422 — 16z + 7)logy (r —3) >0,  b) log 1_ (571 —257) > —2.

. log% (371 —97) > —2.

U ovisnosti o realnom parametru a diskutirati rjeSenja nejednadzbi 9-10.

5

- logl x —log? =5 — 20log, x + 148 < 0.
aa

logﬁ(\/x+afm+\/§) > 1.
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Zanimljive primjene Surove nejednakosti

Sefket Arslanagi¢®, Daniela ZuboviéP
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b Prirodno-matematicki fakultet Sarajevo

Sazetak: U ovom radu, koriste¢i Surovu nejednakost, dokazujemo vise raznih nejednakosti koje se bez
ove znacajne nejednakosti dokazuju znatno teze.
1. Uvod

U matematickoj literaturi o nejednakostima znacajno mjesto zauzima i Surova®) nejednakost koja glasi:
Ako su x,y, z pozitivni realni brojevi i r realan broj, tada je:

" (—y)(z—2)+y (y—2)(y—2)+2" (2 —2) (2 —y) >0, (1)

s jednakosc¢u ako i samo ako je x =y = 2.
Dva dokaza ove nejednakosti se mogu naéi u [1], str. 169-175.
Za r =1 dobijamo iz (1) sljedeéu nejednakost:

10 r3+y3+23+3ry22a:y(:r+y)+yz(y+z)+zx(z+x), (A)

i njoj ekvivalentne nejednakosti:

20 xyz > (y+z—a)(x+z—y)(e+y—2), (B)
30 (x+y+z)3+9xyz24(x+y+z)(xy+yz+z:r)7 (C)
12 @-y’ty-2)+ -2’ y+z-2)+(E-2°E+z-y) >0, (D)
9xyz

59 22+t 2 4+ —— > 2y +yz+z2x), E
Y r+y+z (zy+y ) (E)

4
6° - by = 4 Yz > 2, (F)

y+z z4+zx z+y (z4+y) (y+z2) (z+2)

te za r = 2 slijedi iz (1) sljedeca nejednakost:

954+y4+z4Jr:cyz(ac+y+z)Z:cy(:rqugf)+yz(y2+z2)Jrz;z:(zQJr:vQ)7 (G)

gdje su z,y,z > 0.

Ciljna skupina: osnovna i srednja Skola
Kljucne rijeci: Surova nejednakost, dokaz, posljedica, jednakost
Kategorizacija: Strucéno-istrazivacki rad
Rad preuzet: mart 2021.
DIssai Schur (Sur), njemacki matematicar roden 1875. godine u Carskoj Rusiji, a umro u Tel Avivu (Izrael), 1941. godine.
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2. Primjene Surove nejednakosti

Svaku od nejednakosti (A) — (G), pojedina¢no, nije lako dokazati bez poznavanja i upotrebe Surovu
nejednakost. Ovo ¢emo demonstrirati na nejednakostima (E) i (F).

Primjer 1. Dokazati nejednakost (E).
”RjesSenje”: Napisimo ovu nejednakost u obliku

9zyz
Y > (xy +yz + zz) + (xy + yz + zx) .

Pyt ————>
r+y+z

Poznato je da vazi nejednakost
2,2, .2
4y 2 >yt yz+zx (2)

(= @-y)’+y—2)"+(z-2)"20).

Sada bi trebalo dokazati da vazi nejednakost

9xyz
— >y +yz+ zx. 3
r+ty+z yry (3)

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja imamo sljedeéu
nejednakost

rT+y+z

>3
3 > Yxyz

kao i
Y + Yz + zx my+yz+zm>

S Yy, S > Y,
odnosno
rH+y+z2>3Yryz i

xy +yz + zx > 3 Y x2y222
Nakon mnozenja ovih nejednakosti, dobijamo
(z+y+2)(xy+yz+21) >9Va3y3z3, to jest
(x+y+2) (xy +yz + zx) > ayz,
a odavde

9xyz

— < zy+yz+ zz, 4
r+yt+z vy (4)

a ovo nije nejednakost (3), to jest iz nejednakosti (2) i (4) ne slijedi nejednakost (E).
Primjer 2. Dokazati nejednakost (F).

”RjeSenje”: Imamo dobro nam poznatu Nesbitovu nejednakost

T y z 3

>_. >O =
y+z+z+x+x+y,2,@ww ) (5)

Napomena 1. Ukupno 24 razna dokaza nejednakosti (5) se moze naéi u [2], [3] i [4].
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Preostaje nam sada da dokazemo nejednakost

dayz
(z+y) (y+2)(z+2)

1
> 55 (@2 >0). ©

Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna broja, imamo

x;yz xy, %2\/% Z;‘TZ\/zx,

odnosno

T4y >2ry, y+z2>2/yz, z4+x>2z2z,

a odavde nakon mnozenja ovih nejednakosti:

(x+y) (y+2)(z +2) > 8Vx%y?22, to jest
(+y) (y+2)(z+2) > 8xyz

ili
dxyz
(z+y) (y+2)(z+2)

Dakle, ne vazi nejednakost (6), to jest nakon sabiranja nejednakosti (5) i (7) ne slijedi nejednakost (F).

Sada vidimo koliko je vazna (i korisna) Surova nejednakost (1).

Napomena 2. U Primjerima 1. i 2. nismo dokazali trazene nejednakosti i zbog toga je napisano pod
navodnicima "RjeSenje”. Dobro bi bilo da neko od ¢italaca ovog ¢lanka pokusa da dokaze npr. nejednakosti
(E) i (F) ne koristec¢i Surovu nejednakost (1).

Sada éemo dati nekoliko primjera dokaza nejednakosti koristeéi Surovu nejednakost (1).

Primjer 3. Dokazati da vrijedi nejednakost:

1
<35 (7)

@+ 0%+ >alb—c) +blc—a)’ + cla—b)® + 3abe, (8)

gdje su a, b, ¢ duzine stranica trougla AABC.
Rjesenje: Ocigledno, data nejednakost (8) je ekvivalentna sa nejednakoséu

a3+b?’+03+3ab62a(b2+02)+b(02+a2)+c(a2+b2),
ili
a® +b® + ¢ + 3abe > ab(a +b) +be(b+¢) + ca(c+a),

a ovo je nejednakost (A) koja je tatna, gdjejex =a>0,y=0>0,z=c> 0.
Vrijedi jednakost u (8) ako i samo ako je a = b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao. O
Primjer 4. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1. Dokazati da je tada

(a—l—l—%) <b—1+%) (c—l—&-%)ﬁl. (IMO 2000) (9)

RjeSenje: Nakon mnozenja i sredivanja, od nejednakosti (9) se dobije ekvivalentna nejednakost
a’b+b’c+c*a>a+b+c+ab+ be+ ca. (10)

S obzirom da vazi abc = 1, mozemo uzeti smjenu a = %, b=1% c=Z gdjesux,y,z>0 jer sua,b,c>0.
Nakon ove smjene, nejednakost (9) postaje

3 4 y3 + 254 3xyz > ny + ﬂcy2 + yzz + y22 + 2%z + x227
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odnosno
Byt 43y >y (4 y) fyz(y+2) Fer(z+2),

a ovo je specijalan slucaj Surove nejednakosti (A), 5to znaci da je nejednakost (10) tacna.
Vrijedi jednakost u (9) ako i samo ako je x =y =2z, to jesta=b=c=1. O
Primjer 5. Neka su x, y, z pozitivni realni brojevi. Dokazati da vrijedi nejednakost

9zyz + 1 > 4(xy + yz + zx), (11)

akojex+y+2z=1.
Rjesenje: Koristeéi uslov z + y + 2z = 1, nejednakost (11) se svodi na ekvivalentnu nejednakost

9ryz+ (x+y+2)° >4 (x+y+2) (zy+yz+ 2x),

koja se nakon kubiranja, mnozenja i sredivanja svodi na ekvivalentnu nejednakost
o® +y” 2%+ Bayz 2wy (v +y) Hyz(y+2) + 2w (2 4 2),

a ovo je opet specijalan sluéaj Surove nejednakosti (A) pa je ista tacéna, sto znaéi da je i nejednakost (11)
tacna.
Vazi jednakost ako i samo ako je x =y =2z = % o
Primjer 6. Dokazati da vazi nejednakost

a®+ b3+ > 12PR, (12)

gdje su a, b, ¢ duzine stranica trougla, P povrsina trougla, a R radijus opisane kruznice trougla AABC.
Rjesenje: Specijalan sluc¢aj Surove nejednakosti (A) glasi

a® 4+ % + ¢+ 3abe > ab(a+b) + be(b+¢) + ca(c+a)

= a®+ b+ ¢+ 6abe > (a+ b+ c) (ab+ be + ca)

— a4+ 4+ > (a+b+c)(ab+be+ca) —6-4RP. (13)
Dokazademo sada da vazi nejednakost

ab + bc+ ca > 18Rr, (14)

gdje je r radijus upisane kruznice u trougao AABC.
Nejednakost (14) je ekvivalentna sa nejednakoséu

abc P
b+b >18 — - —
ab + bc + ca > P s
9abc
< ab+ bc+ ca >
<= (a+b+c)(ab+ bc+ ca) > 9abc = 36PR. (15)
Ovdje smo koristili formule za povrsinu trougla P = i—% i P=rs, gdjejes= % poluobim trougla.

Zbog nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja, imamo
a+b+c>3Vabe i ab+ be+ ca > 3 Va2b2c2,
te nakon mnozenja ovih nejednakosti

(a+b+c)(ab+be+ ca) > 9abe = 36 PR,



S. Arslanagié, D. Zubovié / EVOLVENTA (JAMTK) 4 (1) (2021) 21

§to znadci da je nejednakost (15) tacna, pa je tacna i nejednakost (14).
Sada iz nejednakosti (13) i (15) slijedi

a® + b2 +¢® > 9abc — 24PR,  to jest
a®+ 0>+ >9-4RP — 24PR

ili
a® +b% +¢® > 12PR,

a ovo je data nejednakost (12).

Vrijedi jednakost u (12) ako i samo ako je a = b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni trougao. O
Primjer 7. Dokazati da vazi nejednakost

a® b? c? 6R

S -

G-b(s—c G-0-a (s-a(s=b " r’

gdje su a, b, ¢ duzine stranica, s poluobim, R i r radijusi opisane i upisane kruznice trougla AABC.
Rjesenje: Ovdje ¢emo koristiti Heronovu formulu za povrsinu trougla P = /s(s —a)(s — b)(s — ¢),
gdje je s poluobim trougla. Nejednakost (16) je ekvivalentna sa nejednakoséu

(16)

az(sfa)+b2(sfb)+02(sfc)§§(sfa)(sfb)(sfc)

<:>a2(8—a)+b2(8—b)+c2(s—c)gg.s(s_a)(ss_b)(s_c)
P2

(:>a2(sfa)+b2(sfb)+cz(sfc)S?-?

= a’(s—a)+b*(s—b)+c*(s—c) <6RP

= a’(s—a)+ b (s —b)+c*(s—c) <6R Z—l;;

<:>a2(s—a)+b2(s—b)+c2(s—c)§%abc

b+c—a at+c—0> a+b—c
2.7 2. 2.
) +b 5 +c 5

<= a® +b® + ¢ + 3abe > ab(a+b) + be (b + ) + ca(c+a),

<~ a

3
< §abc

a ovo je specijalni slucaj Surove nejednakosti (A), §to znaci da je data nejednakost (16) tacna.
Vrijedi jednakost u nejednakosti (16) ako i samo ako je a = b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni
trougao. O

Primjer 8. Dokazati da vazi nejednakost

a b c abc

—+—+—<— (17)
Te Ty Te r
gdje su a, b, c duzine stranica, r radijus upisane kruznice, a rq, 7, ,r. radijusi pripisanih kruznica trougla
AABC.

Rjesenje: Koristeéi poznate formule (vidi [5])
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imamo
a_3+f+£:a3(s—a)+b3(s—b)JrcS(s—c) :a3(5—a)—|—b3(s—b)—&—03(5—6)7
Te Th Te P P P rs

pa sada data nejedankost (17) prelazi u ekvivalentnu nejednakost

a(s—a)+b3(s—b)+c2(s—c) <a_bc
TS -or

= a*(s—a)+ b3 (s—b)+ (s —c) < abes

b+c—a a+c—b a+b—c
3 3 3
R T X 5 .
TR 5 ¢ 2

—=a*(b+c—a)+b*(a+c—0b)+c®(a+b—c)<a®bc+ ab’c+ abc?

—a

Sabc.%ﬂc

= a®b+a’c—at + ab® + b3c — bt + a+ bc® — ¢t < a®be + ab’c + abc?
<« a' = a®b— aPc+ aPbe + bt — b — ab® + ab’c+ ¢ — Fa— AEb+ ab® >0
= a'+ b+ +abe(a+b+c) > ab(a® + %) +be (b* + ?) + ca (¢ + a?),

a ovo je specijalan slucaj Surove nejednakosti (G).
Vrijedi jednakost u (17) ako i samo ako je a = b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢éni trougao. O
Primjer 9. Dokazati da vazi nejednakost:

s+ 12> 14Rr (18)
gdje je s poluobim, a R i r radijus opisane i upisane kruznice trougla AABC.

RjeSenje: Ovdje ¢emo koristiti Ravijeve smjene a =y + 2, b=2+x, c =z + y gdje su x,y,z > 0.
Sada imamo

5= ey ts P=VAG @G DG = Vo),
T*B* Yz Riabci(erz)(erx)(ery)
s r+y+z 4P 4\/xyz (x +y + 2) ’

Data nejednakost (18) sada glasi

g B T

=2zt y+2)°’ +2yz>T(@+y) (y+2)(z+2). (19)
Imamo poznati identitet

@+y+2° =2+ + 22 +3@+y) (y+2) (2 +2). (20)
Sada dobijamo iz (19) i (20)

203 + 2y + 228 >y +y) +yz(y+2) + 22 (2 + 7). (21)

Uzeéemo specijalnu Surovu nejednakost (A)

@ 4y + 2 Buyz > wy (x4 y) +yz (y + 2) + 22 (2 4 x)
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i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za tri pozitivna broja
23+ y® + 2% > 3ayz.
Nakon sabiranja ove dvije nejednakosti, dobijamo sljede¢u nejednakost
2(a° +y° +2°) Zay (e +y) +yz(y+2) + 22 (2 +2),
a ovo je nejednakost (21), q.e.d. Dakle, pokazali smo da je nejednakost (21) tacna, a to znaci da je i

nejednakost (18) tacna.
Vrijedi jednakost u (19), odnosno u (18) ako i samo ako je x =y = z = a = b = ¢, to jest ako je u pitanju

jednakostrani¢ni trougao. a
Primjer 10. Dokazati da vazi nejednakost
I & B v
avbe + by/ca + eVab > AP tgg +tg§ +tg§ , (22)

gdje su a, b, ¢ duzine stranica; «, 3, unutrasnji uglovi, a P povrsina trougla AABC.
Rjesenje: Imamo zbog P = \/s(s —a)(s —b)(s —c) (Heron)

4P <tg%+tg§+tg%> Sup (\/(s S(bs><sa)c)+\/<ss(?<sb)a)+ (s ;;)(Scb)> _

=4((s=b)(s—c)+(s—c)(s—a)+(s—a)(s—b)) =
=4(3s* = 2s(a+b+c)+bc+ac+ab) =
2
:4(ab—|—bc+ca—82) =4 ab—}—bc—l—ca—@
= 2ab+ 2bc + 2ca — a® — b — 2
to jest
4P <tg%+tg§+tg%> = 2ab + 2bc + 2ca — a® — b% — 2. (23)

Sada data nejednakost (22), zbog (23) ima oblik

avbe + by/ca + cvVab > 2ab + 2be 4 2ca — a® — 0% — 2. (24)
Uzimajuéi smjenu v/a = =, Vb = y, /¢ = z, dobijamo iz nejednakosti (24)

:L'Qyz + $y2z + wyz2 > 21‘2y2 + 2y222 +22%2% — gt — y4 -zt

=t oyt 2 fayz (o oy + 2) > 22%y2 + 29727 4 22222 (25)
Imamo specijalnu Surovu nejednakost (G)

ot oyt 2t ey (o y 4 2) 2xy(x2+y2) +yz(y2+z2) —i—zx(zz—l—:rz)
odnosno

eyttt ey @yt )2 () P o)+ 2 (et y). (26)

Dokazatemo da vazi nejednakost
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22 y+2)+yP (2 +a)+ 22 (2 +y) > 20792 + 29227 + 2072 (27)
Zbog nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine za dva pozitivna broja, imamo

Bly+2)+ i)+ @4y = (x?’y + acy3) + (y32 + yz3) + (23;17 + zx?’) >

> 2/ztyt + 20/yt2t + 2Vt = 2227 4+ 29227 + 22207, to jest

B y+ 2+ (z+2) + 22 (x +y) > 2027 + 29227 4 2272

Sada iz nejednakosti (26) i (27) slijedi nejednakost (25), $to znaci da je data nejednakost (22) tacna.
Vrijedi jednakost u (22) ako i samo ako je z =y =z = a =b = ¢, to jest ako je u pitanju jednakostrani¢ni

trougao. O
Literatura
1] S Arslanagi¢: Matematika za nadarene, Bosanska rije¢, Sarajevo, 2005.
[2] S. Arslanagi¢: Matematicka citanka, Graficar promet d.o.o., Sarajevo, 2008.
[3] S. Arslanagi¢: Matematicka citanka 1, Graficar promet d.o.o., Sarajevo, 2009.
[4] S. Arslanagié, D. Zubovié: Nesbitova nejednakost - jos tri dokaza, Tangenta, Vol. 26, Br. 101/1, 2020-21, 1-5, Beograd.
[5] Z. Kadelburg, D. Duki¢, M. Luki¢, I. Matié: Nejednakosti, Materijal za mlade matematicare, Sveska 42, Drustvo

matematicara Srbije, Beograd, 2003.



EVOLVENTA (JAMTK) 4(1) (2021), 25 — 37 Publikovano od UM TK,
Udruzenje matematicara TK
Dostupno na: http://evolventa.ba
http://www.umtk.info

Razliciti metodi u ispitivanju konvergencije nizova zadanih
rekurentim formulama

Mehmed Nurkanovié?, Mirsad Trumi¢P

@ Prirodno-matematicks fakultet Univerziteta u Tuzli, Odsjek matematika
b JU Poljoprivredna i medicinska skola Bréko distrikt BiH

Sazetak: U radu se, u nekoliko specijalno odabranih primjera, uz komparativan pristup, ispituje
konvergencija nizova koji su zadani rekurentnim formulama s konstantnim koeficijentima. Koriste se
metodi standardne teorije nizova iz matematicke analize koja se slusa na prvoj godini studija i metodi
diferentnih jednadzbi.

1. Uvod

Poznata je ¢injenica iz metodike nastave matematike da je odredeni zadatak dobro rijesiti na vise nacina,
koristedi ralicite metode, o ¢emu se vise govori u [3]. U nekim slu¢ajevima jedan metod ima preimuéstvo
nad drugim, sto ¢emo pokazati u ovom radu. Kada treba ispitati konvergenciju niza koriste¢i metode
matematicke analize, onda to uglavnom radimo tako $to pokazemo da je niz monoton i ogranicen. U slucaju
kada je niz zadan nekom rekurentnom formulom vrlo ¢esto se pokazuje samo konvergencija niza, a samu
grani¢énu vrijednost niza je tesko ili nemoguce izra¢unati bez koristenja metoda diferentnih jednadzbi. I kod
jednog i kod drugog postupka (monotonost i ograni¢enost) javljaju se kognitivne prepreke, jer nailazimo
na razli¢ite problemske situacije. Svaki novi zadatak podrazumijeva neke druge (nove) tehnike rjesavanja.
Medutim, ako problem rjeSavamo primjenom metoda diferentnih jednadzbi, onda je postupak ponekad
znacajno jednostavniji (naravno, samo u situaciji kad se diferentna jednadzba moze rijesiti, [4]). U ovom
slucaju je potrebno naéi opéi ¢lan niza te odrediti njegov limes. Kako éemo se, dakle, u radu baviti nizom
koji je zadan rekurentnom formulom, potrebno ga je definirati.

Definicija 1.1. Za niz x,, kaZemo da je zadan rekurentno ako je zadano nekoliko prvih ¢lanova niza i pravilo
po kojem se x, racuna pomocu nekoliko prethodnih ¢lanova niza.

Rekurentne formule su ekvivalentne s diferentnim jednadzbama, stoga navodimo definiciju i teorem koji
slijede, a neophodni su nam u narednoj sekciji [1, 5, 6].

Definicija 1.2. Neka su a i b proizvoljni realni brojevi. Tada se jednadzba oblika
Tpt1 =ax, +b, n=0,1,2,..., (1)

naziva linearnom diferentnom jednadzbom prvog reda s konstantnim koeficijentima.

Ciljna skupina: srednja skola

Kljuéne rijedi: niz, rekurentna formula, monotonost, ograni¢enost, metod diferentnih jednadzbi
Kategorizacija: Struéno-metodicki rad

Rad preuzet: maj 2021.
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Teorem 1.3. Linearna diferentna jednadzba prvog reda s konstantnim koeficijentima (1), u sluéaju a # 1,
ma rjeSenje:

b n b
zn—(xo—l_CL)a +1—a7 n=20,1,2,... (2)

2. Primjeri ispitivanja konvergencije nizova
Primjer 2.1. Data su dva niza prirodnih brojeva:

Dnt+1 = 2pp + 3n, p1 =2,
Gnt1 = Dn+ 2¢n, g =1

o0
Dokazati da je niz {@} konvergentan.

dn ) p—1

Rjesenje: Prvi nacin
Rijesimo ovaj zadatak prvo metodima matematicke analize (teorija nizova). Uoc¢imo da vrijedi

Pn+1 _ ]ﬁ _ qn(2pn + 3Qn) _pn(pn + QQn) _ 3q'r27, _ng

= = <0

nt1 o Gn(Pn + 2Gn) Gn(Pn + 2Gn)

ako i samo ako je P >3 zasven=1,2,..., asto se dokazuje matematickom indukcijom. Naime, oéito je
n
b1 2 > /3. Iz pretpostavke da vrijedi bn > /3 za neki prirodni broj n > 1, slijedi
q1 qn
2p, +3 et 1 1
pn+1: D + anl pn+Q7z:1 gn :2_p > 9 :\/g’
dn+1 Pn + QQWL Pn + QQn q*: + 2 TZ + 2 \/g + 2

to jest, po principu potpune matematicke indukcije je P > /3 za svaki prirodni broj n. To znaéi da je niz
qTL

o0
{@} strogo monotono opadajuéi i ogranicen je odozdo s v/3. Zbog toga je taj niz i konvergentan.
qTL

n=1
Drugi nacin

Rekurentne formule za nizove p,, i ¢, mogu se promatrati kao sistem diferentnih jednadzbi prvog reda koji
se U matricnom obliku moze napisati kao

Xn+1 = AXn, n = 1,2,

pri ¢emu je

_ [ pa 23 [
welm]oa-[12) %3]
Opce rjeSenje sistema je X,, = A" X(, a matricu A™ izracunat ¢emo koriste¢i Hamilton-Cayleyev teorem. Iz
karakteristicnog polinoma matrice A

=2-MN2-N-3=M-4r+1

det(A—\) = ‘QIA QEA‘
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dobiju se svojstvene vrijednosti

M=2+V3 i M=2-13,
pa je

ar=cy (24 V3) +6y (2-3)", 3)
gdje su C7 i Cy konstantne matrice. Njih ¢emo odrediti koriste¢i pocetne uvjete. Za n = 0 imamo

A =C1+Cy = T=C,+Cy,
azan=1]je

A=0C <2+\/§) +Cy (2—\/5);
odakle se dobije

V3

Cl = 5 CZ:

@‘ N[

B

N[ w‘
B

2
1
2

D=
oty

Zamjenom u (3), imamo
Le+va) +2-v3)"] Z[e+v3)" - (2-Vvi)]
Ble+va)" -2-v8)"] 1[e+va)"+(@-v3)]

An =

Kako je X,, = A" Xy, konaéno dobijamo
(2+v3)"+ 2=V + F [2+VE)" -~ 2-V3)']
Ble+v3) - 2-v3)'|+1[E+Vvd)"+(2-Vv3)]

)

Sada je
V3 _ V3 (2=vB)"
N shal Uk 9 €=~ ) RIS R
lim — = lim .= =3
n=00 (n ”_’°°£+l_(ﬁ_l)<2—\/§> @4_1
3 2 3 2 ) \o/3 3 2

O

Primjedba 2.2. Na ovaj drugi nacin dobili smo preciznu graniénu vrijednost niza, sto je prednost u odnosu
na prethodni, prvi nacin, gdje je ustanovljena samo konvergencija niza.
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Primjer 2.3. Neka je dat niz realnih brojeva:

xTL— ‘Z."L—
1 =a, x3 =0, T, = % (n=3,4,..).

Ispitati konvergenciju datog niza i u slu¢aju konvergencije izracunati lim x,.
n—oo
Rjesenje: Prvi nacin
Rijesimo i ovaj zadatak prvo metodima matematicke analize koja se slusa na prvoj godini studija matematike.

Ocito je da ovaj iterativni postupak predstavlja dobro poznati metod polovljenja intervala. Primijetimo da je
za a = b niz konstantan, to jest vrijedi z, =a="5b (n=1,2,...), paje lim x, = a =b. Zato pretpostavimo
Tn—> 00

da je a < b (analogno bi se dokazivalo i u slu¢aju a > b). Naime, ako uvedemo oznake
I, = [wn7wn+1] , n=1,2,..,
onda ¢e nam {I,,} 7, predstavljati niz umetnutih (gnijezdo) zatvorenih intervala jer je

d(I b—a
In+1 - In7 d(I’n) = 27(1711) = Fv n= 1727"'

i lim d(I,) = 0. Prema odgovaraju¢em teoremu (teorem o gnijezdu) postoji ta¢no jedan realan broj ¢
n—oo

oo
. . . . . o0 . o0 . . s

takav da je ¢ = ﬂ1 I, i pri tome su nizovi {x2,-1},_; i {Z2n},_; monotoni (prvi monotono rastudi, a

n=
drugi monotono opadajuéi) i, buduéi da svi ¢lanovi tih nizova leze u [a, b], oni su i ograniceni, pa zbog toga
i konvergentni i vrijedi lim zs,_1 = lim xy, = c¢. Preostaje samo odrediti broj ¢. To se moze posti¢i

n—oo n—oo

induktivnim putem na sljedeéi nacin:

B . B _a+b b+ a+ (1+2)D
rr1=a, T2=0, T3=T22-1= 5 Tg = X2.2 = B = 922-2
B agb g ofOAPD (1 49y (142%)b
T5 = T2.3—1 = 2 - 92:3-3 )
a 14+2)a+(1422)b
o H(p2p | (420t (142) (142 a+ (1424290
Te = T2.3 = 2 - 92:3-2 )
a 2 2 a 3
- - (142) ;3(1+2 )b " (1+2?) +2(41+2+2 )b - (1 +2+23) ot (1 402 +24) b
T7 = T2.4-1 = 9 - 92:4-3 ’
2 3 3 2 4
(1+2 )a+2(41+2+2 )b + (1+2+2 )a;(1+2 +2%)b (1 1024 24) at (1 L0484 25) b
Ty = To.4 = D) = 92:4—2 ’

iz Cega se mogu naslutiti opée formule

14+2 ( 2)k72_1 + (ZQ)kil_lb
(1+2+28+ .. +22% %) at (1422 + ... +2%04) -1 )¢ 22-1

To2k—1 = 92k—3 - 922k—3 ’
(22)k—171 (22)k—171
(1+22+. 422 a4+ (1+2+25+ .. +22%3)p ot (142 e )0
Lok = 92k—2 = 92k—2 ’
odnosno

a-+2b a—>b
5 T3

a-+2b a—>b
3 3.2%2

T2k—1 =

T2k
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za ke {1,2,..}.
Primjenom potpune matematicke indukcije dokazuje se potpuna ispravnost prethodnih opéenitih formula
za Clanove nizova s parnim i s neparnim indeksima. Sada je o¢ito da vrijedi

. . a+2b
lim z9,_1 = lim x9, = .
n—00 n—00 3
Drugi nacin
Tp—1+ Tp— . . . - .
Jednakost z,, = ol T2 ozemo napisati u obliku: 2z, —x,_1 — z,_2 = 0, $to predstavlja homogenu

diferentnu jednadzbu drugog reda. Njena karakteristi¢cna jednadzba je

2X2—X—1=0,
Cija su rjesenja A\; = 1, Ay = f%. Opce rjesenje spomenute diferentne jednadzbe je oblika:

Odredimo konstante C; i Cy, koristeéi pocetne uvjete x1 i xo. Za n = 1 imamo

-1 C
$1201+C2<7>:>a26'1—?2,

azan=2je

~1\2 C.
xlzcl+02<7) :>b:cl+f.

a+2b . 4b—a
Cy="0"9
3 72 3

Rjesavanjem posljednjeg sistema dobijemo C; = , pa je rjeSenje diferentne jednadzbe:

I =

a—|—2b+4(b—a) —1\"
3 3 2 )

Sada mozemo naéi limes niza x,,:

. ) a+2b 4(b—a) [—1\" a+2b
lim z, = lim 3 + — | — =

n—oo n—o0 3 2 3

O

Primjedba 2.4. Prethodni primjer u najboljoj mjeri pokazuje da je ponekad metod diferentnih jednadzbi
znatno jednostavniji od metoda standardne matematicke analize.

Primjer 2.5. Dokazati da je niz zadat rekurentnom relacijom:

3+an
2 b

ap =0, An+1 = TLGN,

konvergentan.

Rjesenje: Prvi nacin
Primijetimo prvo da ¢e niz biti strogo monotono rastuéi (jer je a; = 0) ako i samo ako vrijedi

2(an41 —an) =3—ap, >0<=a, <3 (n=1,2,..).
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Matematickom indukcijom dokazimo da je zaista a, < 3 za n = 1,2,... . Naime, za n = 1 nejednakost je
ocito tac¢na. Koristeéi pretpostavku da vrijedi a, < 3 za neko n > 1, imamo

3+a 3+3
Q1 = gt < S =3,
pa je na osnovu principa potpune matematicke indukcije ta¢na nejednakost a, < 3 zasven =1,2,... . To

ujedno znaéi da je niz i ogranicen odozgo s 3. Zbog toga je on i konvergentan.

Drugi nacin
3+ an
2

Jednadnakost a,4+1 = , mozemo napisati i kao

1 +3
a = —-a -
n+1 2 mn 27

Sto predstavlja nehomogenu linearnu diferentnu jednadzbu prvog reda s konstantnim koeficijentima, cije je
opée rjesenje dato u obliku (prema Teoremu 1.3)

b n b
Ap = | @ — a )
1—a 1—a

gdje je a = ag = 0 pocetni uvjet. Zbog toga je

1 n
Cln——g (5) +3,

iz ¢ega neposredno slijedi da je
. . "
lim a, = lim (—3 <7) +3> =3.
n—oo n—oo 2

Primjedba 2.6. [ u ovom slucaju, metodom matematicke analize (prvi nacin) ustanovili smo samo konvergenciju
datog niza, a metodom diferentnih jednadzbi (drugi nacin) izracunali smo tacénu grani¢nu vrijednost niza.

O

Primjer 2.7. Neka je dat niz formulom
ap = Ap-1 + Qp—2, n 2z 3> (4)

pri éemu su pocetni wyjeti a; = ag = 1 (dobro poznati Fibonaccijev niz, [1, 2, 5, 6]). Naéi

a) lim a,,
n— oo
b) lim 2L

n—oo  Qap

RjeSenje: Jednakost (4) mozemo napisati u obliku diferentne jednadzbe
Ap —Qp_1—0Qp_2=0, a;1=ay=1, n>3. (5)
Odgovarajuéa karakteristi¢na jednadzba jednadzbe (5) je

M —A—1=0,

¢ija su rjesenja A = 1+2\/5 i = 1_2‘/5. Zato opée rjesenje date jednadzbe (5) ima oblik

an_cl(”“g)”wz,(l‘ﬁ)".

2 2
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Konstante Cy i Cy odredit ¢emo koristeé¢i pocetne uvjete

1 1-—
n:1:>a1: +2\/501+ 2\/502:1,

1 ? 1— ?
n:2:>a2:< +2\/5> Cl‘l-( 2\/5> CQZL

odakle se dobija da je Ch = % iCy = —%, pa je rjeSenje

w2 (58) - (52)]

Posto smo nasli opéi ¢lan niza (4), sada mozemo izracunati trazene limese

et () (59 (55
() AT
(1-V5)"

b) (v. slican postupak u [2, 5, 6])

n+1 n+1 n
1 KH\/E) _ (1—\/5> 1+v5 1—%5(1—&)
At NG 2 2 2 2 145
V5

. 1 .
lim = lim

v n n = n
n—oo  Ap n—oo 1 |:(1+\@> _ <1—ﬁ> :| n—oo 1 _ <1_ )
5 2 2 1+/5

O
+5
2

Primjedba 2.8. Vidimo da smo u oba slucaja kao rezultat izracunavanja limesa dobili konstantu

poznatu kao zlatni presjek.

Primjedba 2.9. Iz teorije nizova u matematickoj analizi poznato je da, ukoliko postoji limes b), postoji i
limes a) i oni su medusobno jednaki. Naime, koristeéi Stolzov teorem, imamo

Ina, . A(lna,) .. Inapy; —Ina,

In lim /a, = lim In /a, = li =1 = lim In —H
e Vi = VI = e ™ nbee A(n) nbee (ntl)—mn  nobe an
. An41
=In lim ,

n—o0  Ap
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odakle slijedi da je

. . An+1
lim a, = lim ——.
n—oo n—00 Oy

U prethodnom primjeru smo to samo dodatno potvrdili.
Primjer 2.10. Ispitati konvergenciju niza zadanog rekurentnom formulom

Tpi1=V2+2z,, n=012.., (6)
uzimajuci da je 0 < xp < 2.

Rjesenje: Prvi nacin
Upotrijebimo prvo metode iz teorije nizova. O¢ito je da vrijedi

T =V2+ 19 <V24+2=2,
To=vV2+x1 <V24+2=2,

i ako pretpostavimo da je za neki prirodni broj n > 1 ta¢na nejednakost x,, < 2, tada je

Tog1 =V2+an <V2+2=2.

Dakle, primjenom principa potpune matematicke indukcije zakljuéujemo da je niz {z,, } -, ograni¢en odozgo
s 2. S druge strane, iz (6) slijedi

2 2
Tpig =2+ @y > a5,
ako je

2

T

—xp,—2<0,

a §to je sigurno zadovoljeno za 0 < z,, < 2. Dakle, 11 > x, za sve n = 0,1,2, ..., §to znaci da je niz
{xn}zozo strogo monotono rastuéi, pa je, zbog ogranicenosti odozgo s 2, ujedno i konvergentan niz.

Drugi nacin
Jednakost (6) mozemo razmatrati kao nelinearnu diferentnu jednadzu prvog reda. Uvedimo smjenu: z, =

2cos(2z,). Tada (6) poprima oblik

2¢c08(22p41) = V2 + 2cos(22,),

odnosno,

cos(2zp41) = cos(zn),
odakle je

Zn41 = :I:%zn +kr (ke€Z).
Razmotrimo ove slu¢ajeve odvojeno.

i) 2p41 =320 + k(K€ Z)
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Opde rjesenje ove jednadzbe je, prema (2),
1 n

zn = (20 — 2km) (§> +2kn (k€ Z).

Pri tome je
1 i)

xg = 2c08(229) = 20 = 5 arceos (?) ,

§to implicira
1 \"
Zn = (5 arccos (%) — 2kﬂ'> (5) +2kn (k€ Z).

Konaéno je opce rjesenje polazne jednadzbe

T, = 2cos ((arccos (%) — 4k7r) (;)" + 4k7r) ,n=0,1,2,..., keZ.
Odavde je
nlerolom7L =2cos (4km)=2-1=2,
Sto znaci da je niz konvergentan.
il) zp41 = —%zn +kn (keZ)

Opée rjesenje ove jednadzbe je, prema (2),

2k 1\" 2k
Zn = (Zo— ?ﬂ-) (—g) +Tﬂ- (kEZ),

odnosno

(1 (wo\  2km 1\" | 2kr
zn—<§arcc%<?) T)( 5) +=5 (k € 7).

Konaéno je opce rjesenje polazne jednadzbe

4k \" 4k
T, = 2cos ((arccos (%) - Tﬁ) <—§> + Tﬂ) , n=0,1,2,..., keZ.

Odavde je

limxn:2cos<4k—7r) —2.1=2

n—00 3
ili

. 4k 1

nhj;ox" = 2cos (T) =2 (75) =-—1.

Zbog ¢injenice da je x, > 0 za sve n = 1,2, ..., u obzir dolazi samo sluc¢aj lim z, = 2.
n—o00

33
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Primjer 2.11. Neka je dat niz
b
an+1:a+bfa— n=1(1,23,...). (7)
a"ﬂ.
Odrediti lim a,.
n—00

Rjesenje: Jednakost (7) mozemo napisati u obliku

a-+b)a, —ab
Ap4+1 = # n= (17273a"')7 (8)
an
§to je ustvari Riccatijeva diferentna jednadzba.Uvodenjem smjene a,, = b’g“ , ta se jednadzba transformira
u linearnu jednadzbu oblika
bn+2 — ((I + b)bn+1 + abbn =0. (9)

Jednadzba (9) ima karakteristi¢nu jednadzbu

N —(a+bA+ab=0,
¢iji su korijeni \; = a, Ay = b, pa je njeno opce rjesenje

by, = Cra" + Cob™.
Vracanjem u smjenu dobijamo rjeSenje polazne jednadzbe

Cra™t! 4+ Cob™tt
gdje su C7 i Cs proizvoljne konstante. Potrebno je razmatrati dva slucaja
i) Cy #£0

Tada je

Can+1 +bn+1
n = Ca™ + b»

)

gdje je C' = % U zavisnosti od toga da li je a jednako, manje ili ve¢e od b razlikujemo sljedece situacije.
1° Ako je a = b, tada imamo

2° Ako je a < b, tada je

. aC(8)" +b
i an = i eyt =
3° Ako je a > b, onda je
. _aC+b(H)n
lim a, = lim ———%— =a
n— o0 n—oo (' + (E)n

i) Cy =0

U ovom slucaju se dobije jo§ jedno rjesenje date jednadzbe, konstantan niz
ap=a (n=1,2,3,...).
Tada je

lim a, = lim a = a.
n—00 n—00
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Primjer 2.12. Nizovi {an}, o, {bn}nro @ {Cn}nrq, zadani su rekurentnim formulama

1 1 1
Ap41 = i(bn + Cn), bn+1 = i(an + Cn)7 Cn41 = E(an + bn)7 n= 07 1727 ceey

gdje su ag =a, bg =b, cg = c.

Izracunati: lim a,, lim b,, lim c,.
n—oo n—oo n—oo

RjesSenje: Dati sistem se moze napisati u matriénom obliku

Xn+1 = AXnv
gdje je
an 1 0 1 1 a
Xn=1| bn |, A= 3 10 1|, X43=1|1b
Cn 1 1 0 c

Posto vrijedi
X, =A"X,, n=0,1,2,...,

to je dovoljno naéi matricu A”. Problem ¢emo rijesiti koristenjem Hamilton-Cayleyevog teorema, prema
kojem je

gdje je k(\) karakteristi¢ni polinom matrice A, a 0 nula matrica. Kako je

SR

—4)\3 1

kN =det(A-M)=|1 —-x 1 :wj
T )

prema Hamilton-Cayleyevom teoremu imamo
44° —3A—-1=0,

odnosno,
4A™S AT — A" =0,

Sto predstavlja linearnu diferentnu jednadzbu treéeg reda s konstantnim koeficijentima. Svojstvene vrijednosti
matrice A su A =1, Mg 3 = f%, odakle je onda,

1 n
A" = Cl + (—5) (Cg + an), (11)
gdje su C1, C5y i C3 konstantne matrice koje treba naéi koriste¢i pocetne uvjete.
Za n = 1 imamo,
1 1
A=Cy—=Cy—Cs—.
1= 502 35
Zan=2je

1 1
A% = Ci + ZCQ + 5C3,
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dok jezan =3
1 3
AP =Cy — —Cy — =C5.
1 gtz 3g0s

Odavde se dobija

TR 2 -1 = 000
Ci=g |1 11| G=g|-1 2 —1| C=|000].
11 1 -1 -1 2 000

Uvrstavanjem Cp, Cy i C3 u (11), imamo,

et 1]%3 ) _i].(_;)"
111 -1 -1 2
[ 124 - (-hr -y
=2 | 1 Ehr e -y
R e R S O

X, =A"X,
Le-hr - bt - T,
=3 | - b ey -y [ b]
| 1-hr -y ey ] L
[ 0 R (- (e
=3 | A= (=3)Mat+ (A +2(=5)"b+ A= (=3)")e |,
(1= (=3 (1= (=5 + (1 +2(~4)Me
odnosno
1T 1., 1., 1o |
anzg_(l'i‘?(—g) )a+(1—(—§) )b+(1—(—§) )C_v
b= 5[0 (=50 (L4 2=+ (1= (5)")e).
n = 5| (5t (L= (5 (L+2(=5)")e]

Trazene granic¢ne vrijednosti su

lim a, = lim §{<1+2<—%>">a+<1 (=) (1 1(—%)%} S )

n—oo n—o0

lim by = lim Hu Ci=Yymet +2(—%)”)b+ (1- 1(—%)%] —Lasb+o,

n— o0 n—o00 2 3

lim ¢, = lim 1{(1 =M - 1(7%)n)b+ (1%(%)%] —Latbro

n—00 n—o00 2 3
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Zadaci za samostalan rad

1. Dokazati da je niz zadan s

5a, + 4
:0, = T, :1,2,3,...,
“ Gnt1 4a, + 5 "
konvergentan.
2. Neka je dat niz
ab
] = ——— =1,2,3,...,
Gt a+b—ay, "
ab
dje j = .
gadje je ay atb

a) Nadi opéi €lan niza a,,.
b) Odrediti lim a,,.
n—oo
3. Neka je dat niz

1
apy1=14+—  n=123,...,
Qn
gdje je ap = 1. Izracunati lim a,.
n—oo
4. Neka je dat niz
1

n = :].,2,3,..,7
n+1 4(1 — ay) "

gdje je ap = 0. Naéi lim a,.
n—oo
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Vizualizacija vertikalnog kretanja opruge u Geogebri

Edis Mekié

JU Mjesovita srednja Skola Banoviéi

Sazetak: U ovom radu opisano je prosto i prigueno harmonijsko kretanje. U drugom dijelu rada opisan
je detaljan postupak izrade vizualizacije ovog kretanja u programu GeoGebra.

1. Prosto harmonijsko kretanje

Prosto harmonijsko kretanje je kretanje prostog harmonijskog oscilatora bez guranja i prigusenja. Ovo
kretanje karakterise amplituda (koja je uvijek pozitivna), period (vrijeme jedne oscilacije), frekvencija
(recipro¢na vrijednost perioda, to jest broj perioda po jedinici vremena) i faza koja odreduje pocCetnu
tacku kretanja. Period i frekvencija su konstante, odredene cjelokupnim sistemom, dok su amplituda i faza
odredene pocetnim uslovima (pozicija i poéetna brzina) sistema. Ubrzanje tijela je direktno proporcionalno
pomaku tijela od poéetne tacke (tacka ekvilibrijuma).

Opsta jednacina koja opisuje ovo kretanje je
y(t) = Asin(2w ft + ¢), (1)

gdje je y pomak, A amplituda oscilovanja, f frekvencija, t vrijeme i ¢ faza oscilovanja. Ako nema pomaka
u trenutku ¢t = 0, faza je ¢ = 7.

Primjer prostog harmonijskog kretanja je kretanje oruge na ¢ijem kraju je pri¢vrséeno neko tijelo. Ako
je opruga neistegnuta, nema uticaja niti jedne sile na masu, sistem je u ekvilibrijumu. Medutim, ako se
masa izmakne iz ekvilibrijuma opruga ¢e se istegnuti, a povratna sila ¢e nastojati da je vrati u poziciju
ekvilibrijuma. U slu¢aju opruge ta sila je elasti¢na i data je Hookovim V) zakonom F = —k -y, gdje je F
povratna sila, y je pomak, a k je konstanta opruge.

Bilo koji sistem podvrgnut prostom harmonijskom kretanju karakterisu dvije klju¢ne osobine:

1. Kada je sistem izmaknut iz ekvilibrijuma tada mora postojati povratna sila koja nastoji da ga vrati u
poziciju ekvilibrijuma.
2. Povratna sila mora biti proporcionalna pomaku.

Opruga na cijem kraju je pricvrséena masa zadovoljava ove dvije osobine. Sve dok sistem ne izgubi
energiju tijelo ¢e neprekidno oscilovati, zbog toga je ovo kretanje periodi¢no.

Ciljna skupina: Visoko obrazovanje i srednja skola
Kljucne rijedi: harmonijsko kretanje, diferencijalne jednacine
Kategorizacija: Strucéni rad
Rad preuzet: januar 2021.
DRobert Hooke (1635. - 1703.), britanski fizicar, matematicar i izumitelj.
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2. Matematicki model

Prosto harmonijsko kretanje definisano je diferencijalnom jednac¢inom

d2y
mﬁ = —ky, (2)

gdje je k pozitivna konstanta, m masa tijela i y pomak od pocetne pozicije. U slucaju opruge, k je konstanta
opruge. Ako je k pozitivna konstanta, rjeSenje je sinusna funkcija, $to jednostavno mozemo provjeriti jer je
drugi izvod od sinz jednak — sinz, a ove funkcije zadovoljavaju jednacinu (2).

Koristeéi ugaonu frekvenciju definisanu sa

dobijamo da je pomak
y(t) = Asin(wt + ¢). (3)
Nakon diferenciranja po ¢ dobijamo izraz za brzinu

v(t) = dill—it) = Aw cos(wt + ¢). (4)

Ako jo$ jednom diferenciramo dobijamo izraz za ubrzanje

2
a(t) = dzgﬂ = — Aw?sin(wt + o). (5)
Iz (3) i (5) slijedi
_ dPylt)
a’(t) - A2 - _w2y )

Sto je ekvivalnetno sa
a(t) = —(27f)*y(t).

Iz (2) dobijamo w? =
Ukupna energija neprigusenog oscilatora jednaka je sumi kineticke i potencijalne energije.
Kineticka energija je data sa

3|~

B b (W) 2 L 2(wt + ¢)
=-m|— | == cos”(w
P 2 ’
a potencijalna energija je
Lo 1. 9.9
E, = §ky = ikA sin®(wt + ¢),
iz ¢ega dobijamo da ukupna energija sistema ima konstantnu vrijednost

1
E=E,+E :§kA2,

to jest vrijedi zakon ocuvanja energije.
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y:Asinwt:Asin,/%i

—
y AN\ f=3% /\ vrijeme
b |

vrijeme

Slika 1: Prosto harmonijsko kretanje

Kretanje mase pri¢vrs¢ene na kraju opruge potpuno je odredeno sa konstantom opruge k£ i masom m.
Iskoristimo li Hookov zakon i ako zanemarimo prigusenje i masu opruge, primjenom drugog Newtonovog
zakona dobijamo jednacinu kretanja,

d*y d%y

mg—kyzma(z}mg—ky:mw@)mw—i—ky:mg. (6)

Odgovarajuéa homogena jednaéina je data sa

my” (t) + ky(t) = 0.

Karakteristiéna jednagina gornje homogene jednacine se dobije trazenjem rjegenja u obliku y(¢) = e i ona
glasi
mA2+k=0.
S C e L. .|k . . . L
Rjesenja karakteristicne jednacine su A = +iy/ —, a to daje dva linearno nezavisna rjeSenja homogene
m
jednacine,

y(t) = cos \/g i y(t) =sin \/%

¢ime je odredeno homogeno rjesenje yp, polazne jednacine kretanja,

|k [k
yn(t) = Crcosy/ — -t + Casiny/ — - t.
m m

Zbog oblika funkcije na desnoj strani jednacine (6), partikularno rjeSenje trazimo u obliku y, = At + Ao,
gdje su A; i Ay nepoznate realne konstante koje odredujemo metodom jednakoh koeficijenata. Kako je

y; = 0, stavljajuéi to u jednacinu (6), dobijamo da je A; = 01 Ay = % Dakle, partikularno rjesenje

jednagine kretanja (6) je

mg
=
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Generalno rjesenje polazne jednacine je y = yn + yp i glasi

k k
y(t):(11008\/—-t+Cgsin1/_.t+@. w
m m k

Ovo rjesenje mozemo zapisati u sljede¢em obliku

y(t) = Asin(wt — ¢) + B, y__ —ky
k —_
gdjiejew? = —iB= % Konstanta B predstavlja koliko mg
m
se opruga istegne zbog tezine tijela. Hookov zakon

Fopruge = _ky

Vizualizacija ovog kretanja se moze pogledati na linku https://www.geogebra.org/m/h9kczy8j.

3. Priguseno harmonijsko kretanje

Trenje ili priguSenje znatno usporava kretanje. U mnogim oscilatornim sistemima sila trenja F; je

Ns
proporcionalna brzini v, to jest Fy = —cv, gdje je ¢ koeficijent prigusenja izrazen u —.
m
Opéenito, priguseno harmonijsko kretanje zadovoljava jedna¢inu
d*y Y 2
— +2Cwo— +wiy =0 7
di2 C 0 dt oY ) ( )
gdje je wg neprigusena ugaona frekvencija oscilatora i ¢ nezavisna konstanta sistema koju nazivamo omjer
k
priguenja. (Za masu pri¢vrséenu za oprugu imamo konstantu opruge k i konstantu prigusenja ¢, wo = {/ —
m
. c
i¢= .
¢ 2mwy )

Vrijednost omjera prigusenja ¢ znatno uti¢e na ponasanje priguSenog sistema.
1. Kada je ¢ > 1, opruga eksponencijonalno

opada ka poziciji mirovanja, bez oscilovanja. 1,2 4
Vece vrijednosti omjera priguSenja ¢ uticu na 1.0 |
sporije kretanje opruge. RjeSenje jednacine
(7) za ¢ = 21w = 1 je yu(t) = 0,8 1
e 2 (clet‘/g + czeft‘/g) . 0,6 -
2. Kada je ¢ = 1, opruga se vra¢a u poziciju 0,4 1
mirovanja veoma brzo. RjeSenje jednacine (7) 0.2 ]
za(=1liwy=1jeya(t)=e"t(c1 + cat). ’
3. Kada je ¢ < 1, opruga osciluje (sa malo 0 S "
drugacijom frekvencijom nego u neprigusenom —0,2 1 12 M 7 grijeme (s)

slucaju) i amplitudom koja postepeno opada ka
nuli. Rjesenje jednacine (7) za ( = % iwy=1
iy Vi),

—0,4 |

je yu(t) = e s (01 cos( + ¢g sin(

Frekvencija oscilovanja u slucaju (¢ < 1) je

w; = woy/1 — (2.

Vizualizacija ovog kretanja se moze pogledati na linku https://www.geogebra.org/m/sgrnkkaz.
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4. Izrada vizualizacije u GeoGebri

Prosto harmonijsko kretanje (opruga bez prigusenja)

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Iskljuciti koordinatnu mrezu, a osi x omoguciti prikazivanje samo pozitivnog dijela, uz jedini¢nu duz
7. Omoguéiti prikazivanje y ose od —60 do 65.

Primjenom alata Kliza¢ definisati kliza¢ A u intervalu [0, 20], sa korakom 1 i kliza¢ w; u intervalu
[1,10] sa korakom 1. Promijeniti naslov kliza¢u w; u Ugaona brzina (za m=0) i omoguditi prikazivanje
samo naslova.

Primjenom alata Kliza¢ definisati kliza¢ v u intervalu [0, 360°] sa korakom 0.01, te mu promijeniti
naslov u ¢t i omoguéiti prikazivanje samo naslova. Dobijenom klizacu iskljuciti vidljivost.

Primjenom alata Kliza¢ definisati kliza¢ m u intervalu [0, 5] sa korakom 1, koji ¢e nam predstvaljati
masu. Dobijenom klizacu iskljuciti vidljivost.

Primjenom alata Tekst polje definisati teskt polje koje ¢emo povezati sa klizatem m. Tekst polju
promijeniti naslov u Masa, te postaviti stil duzina tekst polja 2.

Primjenom alata Kliza¢ definisati kliza¢ k u intervalu [1,5] sa korakom 1, koji ¢e nam predstvaljati
koeficijent opruge. Dobijenom klizacu iskljuciti vidljivost.

Primjenom alata Tekst polje definisati teskt polje koje ¢emo povezati sa klizacem k. Tekst polju
promijeniti naslov u Koeficijent opruge, te postaviti stil duzina tekst polja 2.

. U traci za unos konstruisati duz d, naredbom

d=Duz((-9, 63), (-7, 63)).

Dobijenoj duzi iskluciti oznaku i debljinu linije postaviti na 11.
U traci za unos konstruisati tacku A;, naredbom

A,1=(-8, 63).
Dobijenoj tacki iskljuciti oznaku i veli¢inu tacke postaviti na 5.

[ k
U traci za unos definisati ugaonu brzinu w = {/ —, naredbom
m

w = sqrt(k/m).
U traci za unos konstruisati funkciju
f(x) = Ako(m > 1, Asin(wx) — m9.81/k, Asin(w1x) — m9.81/k).

Iskljuéiti vidljivost grafika ove funkcije.
U traci za unos konstruisati funkciju naredbom

p(x) = Funkcija(f(x),0,7).

Odabrati crvenu boju grafika.
U traci za unos definisati broj
my = ].Ok7

koji predstavlja broj navoja opruge.
U traci za unos napravimo vizualizaciju opruge sljede¢om naredbom

l; =Niz(Duz((—8 + (—1)"0.5,63 + ((f(7) — 63)n)/m1), (=8 + (=1)"T10.5, 63+
((f(v) = 63)(n+1))/m)),n, 1,m = 2).
U dijelu napredne postavke omoguditi prikazivanje dobijenih duzi samo ako je k < 2 Am # 0, debljina
linije 9.
Iy =Niz(Duz((—8 + (—1)"0.5,63 + ((f(7) — 63)n)/m1), (=8 4+ (—1)"T10.5, 63+
((f(v) = 63)(n +1))/m)),n,1,m — 2).

U dijelu napredne postavke omogudéiti prikazivanje dobijenih duzi samo ako je m # 0.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
23.
24.

25.
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Zatim dobijene duzi spojimo sa tackom A; naredbom
l4 = Niz(Duz(A4, (=8 + (=1)"0.5,63 + ((f(y) — 63)n)/m)),n,1,1).
U dijelu napredne postavke omoguditi prikazivanje dobijenih duzi samo ako je m # 0. 1
ls = Niz(Duz(A, (-8 + (—1)"0.5,63 + ((f(y) — 63)n)/m)),n,1,1).

U dijelu napredne postavke omoguditi prikazivanje dobijenih duzi samo ako je k < 2 Am # 0, debljina
linije 9.
Definisati tacku

B = (787 f(r}/))7

crvene boje. Iskljuciti vidljivost dobijene tacke.
U traci za unos konstruis$imo pravougaonik koji ¢e vizualizirati masu pri¢vr§éenu na oprugu, naredbom

Mnogougao((—8.5, f(v) +0.1), (=7.5, f(v) + 0.1), (=7.5, f(y) — 6m), (—8.5, f () — 6m)).

Dobijenom pravougaoniku iskljuciti oznake stranica, boja crna i neprovidnost boje postaviti na 25.
Naredbom

I3 = Niz(Duz(B, (-8 4+ (—1)"0.5,63 + ((f(v) — 63)n)/m1)),n,m1 — 1,my — 1),

spojimo dobijeni pravougaonik sa oprugom. U dijelu napredne postavke omoguditi prikazivanje dobijenih
duzi samo ako je m # 0.
Naredbom

I = Niz(Duz(B, (=8 + (—1)"0.5,63 + ((f(7) — 63)n)/my1)),n,my — 1,my — 1),

spojimo dobijeni pravougaonik sa oprugom. U dijelu napredne postavke omoguéiti prikazivanje dobijenih
duzi samo ako je k < 2 Am # 0, debljina linije 9.
U traci za unos napravimo vizualizaciju opruge ako je masa m = 0, sljede¢om naredbom

I7 =Niz(Duz((—8 + (—1)"0.5,63 + ((f(y) — 63)n)/50), (=8 + (=1)‘n + 1)0.5, 63+
((f(7) = 63)(n +1))/50)),n, 1,50 — 2).

U dijelu napredne postavke omogudéiti prikazivanje dobijenih duzi samo ako je m = 0.
Zatim dobijene duzi spojimo sa tackom A; naredbom

ls = Niz(Duz(A;, (=8 + (=1)"0.5,63 + ((f(v) — 63)n)/50)),n,1,1).

U dijelu napredne postavke omoguéiti prikazivanje dobijenih duzi samo ako je m = 0.
Naredbom

ly = Niz(Duz(B, (=8 + (—=1)"0.5,63 + ((f(7) — 63)n)/50)),n,50 — 1,50 — 1),

spojimo dobijeni pravougaonik sa oprugom. U dijelu napredne postavke omoguditi prikazivanje dobijenih
duzi samo ako je m = 0.

Primjenom alata Tekst kreirati tekst 1 f(x) = Asin(wz) — 52, boja teksta crvena.

Primjenom alata Tekst kreirati tekst 2 Amplituda = A.

Primjenom alata Tekst kreirati tekst 3 i tekst 4 u kojima se prikazuju vrijednosti svih elemenata
prostog harmonijskog kretanja, koji se prikazuju ako je m > 0. Primjenom alata Okvir za izbor
”Matematicki model” omoguciti prikazivanje teksta 3 i teksta 4.

Primjenom alata Tekst kreirati tekst 5 u kojima se prikazuju vrijednosti svih elemenata prostog
harmonijskog kretanja, za m = 0. Primjenom alata Okvir za izbor ”Matematic¢ki model” omoguditi
prikazivanje teksta 5.



26.

27.

28.
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Primjenom alata Dugme kreirati dugme sa naslovom START, zatim u dijelu GeoGebra Script upisati
Start Animacije(y, true).

Primjenom alata Dugme kreirati dugme sa naslovom STOP, zatim u dijelu GeoGebra Script upisati
Start Animacije(vy, false).

Primjenom alata Dugme kreirati dugme sa naslovom Ponovi, zatim u dijelu GeoGebra Script upisati
PostaviVrijednost(v, 0).

https://www.geogebra.org/m/h9kczy8j

Ugaona brzina (za m=0)

-
55 B
- START Ponovi A 1s Amplituda = 16

45

] [STOP - Mesel25 ) p ™9 _g13
= KDeﬁc\jentoprugeE] w =126

k)

= ., . mg 3

20 f(x) = Asin(wt) — . Matematicki model
15

H/ANEAN

- w2 ™ 3w 2T T/ 2 am Tm/2 4w Om/2 5w 1mw/2 6w 13m/2 7m 15T/2 8w 17m/2  Om 3
—10
T E.—479.48 E,=32.52
2 E=E.+E, =512

s F——k-y—4065 F—m-g—2453
2 T2 407 =Y o2

-35 w 27

-0 v =1050

—45

-50

Slika 2: Prosto harmonijsko kretanje (opruga bez prigusenja)

PriguSeno harmonijsko kretanje (opruga sa prigusenjem)

1.

Iskljuciti koordinatnu mrezu, a osi £ omoguciti prikazivanje samo pozitivnog dijela, x osu postaviti do
24, a y osu od —4 do 8.5

Primjenom alata Kliza¢ definisati kliza¢ m u intervalu [0, 5] sa korakom 1, koji ée nam predstvaljati
masu pri¢vrséenu za orpugu.

Primjenom alata Kliza¢ definisati kliza¢ k u intervalu [1,5] sa korakom 1, koji ¢e nam predstvaljati
koeficijent orpuge.

. Primjenom alata Kliza¢ definisati kliza¢ ¢ u intervalu [0, 5] sa korakom 1, koji ée nam predstvaljati

konstantu prigusenja. Promijeniti naslov klizacu u konstanta prigusenja.

. Primjenom alata Kliza¢ definisati kliza¢ m4 u intervalu [2, 50] sa korakom 1, koji ée nam predstvaljati

broj "navoja” opruge. Naslov klizaca promijeniti u ”broj navoja,” omoguéiti prikazivanje naslov i
vrijednost.

. Primjenom alata Klizaé definisati kliza¢ ¢ u intervalu [0,12] sa korakom 0.01. Iskljuciti vidljivost

klizacu.

. U traci za unos konstruisati duz h, naredbom

h = Duz((—4.5,8), (—3.5,8)).

Debljina linije 11, ukloniti oznaku duzi.

. U traci za unos konstruisati tacku A, naredbom

A = (—4,8).

Veli¢inu tacke postaviti na 6 i ukloniti oznaku tacke.
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[k

9. U traci za unos definisati brojeve wg = {/ —, naredbom
m

sqrt(k/m)

i¢= L, naredbom
2mwy
¢ =2/(2muwp).

10. Otvoriti CAS prikaz i rijesiti diferencijalnu jedna¢inu naredbom
q := RijesiDifInu(y” + 2¢woy’ + wiy = 0,(0,7),(0,0)).

Iskljuciti vidljivost dobijenom grafiku.
11. U traci za unos konstruisati funkciju naredbom

p(x) = Funkcija(q(z), 0,1).
12. U traci za unos napravimo vizualizaciju opruge sljede¢om naredbom

Iy =Niz(Duz((—4 + (—=1)"0.3,8 4+ ((p(t) — 8)n)/m1), (=4 + (=1)"710.3,8 + ((p(t) — 8)(n + 1))m1)),
n,1,mi —2).

13. Zatim dobijene duzi spojimo sa tackom A naredbom
ly = Niz(Duz(4, (-4 + (-1)"0.3,8 + ((p(t) — 8)n)/m1)),n,1,1).

14. U traci za unos kreiramo tacku

Iskljuciti vidljivost dobijene tacke.
15. Naredbom

l3 = Niz(Duz(B, (-4 + (-1)"0.3,8 + ((p(t) — 8)n)/m1)),n,m1 — 1,m; — 1),

spojimo tacku B sa oprugom.
16. U traci za unos naredbom

Mnogougao((—4.5,p(t) — 0.9m), (—3.5,p(t) — 0.9m), (—3.5,p(t)), (—4.5,p(¢))),

konstruisati pravougaonik koji predstavlja masu pri¢vrséenu za oprugu.

17. Primjenom alata Tekst kreirati tekst 1, koji prikazuje krivu koja opisuje kretanje, crvene boje.

18. Primjenom alata Tekst kreirati tekst 2, u kojem se prikazuju svi elementi priguSenog kretanja.
Primjenom alata Okvir za izbor Matematicki model omogudéiti prikazivanje i uklanjanje teksta 2.

19. Primjenom alata Dugme kreirati dugme sa naslovom START, zatim u dijelu GeoGebra Script upisati
Start Animacije(t, true).

20. Primjenom alata Dugme kreirati dugme sa naslovom STOP, zatim u dijelu GeoGebra Script upisati
StartAnimacije(t, false).

21. Primjenom alata Dugme kreirati dugme sa naslovom Ponovi, zatim u dijelu GeoGebra Script upisati
PostaviVrijednost(t,0).

https://www.geogebra.org/m/sgrnkkaz
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m=1 k=1

broj navoja = 29

—.—
Matematicki model

konstanta prigusenja

omjer prigusenja ( = 0.5

neprigudena ugaona frekvencija wy =1
. kinetitka energija sistema Ex =0
potencijalna energija sistema F, = 0
E=E+E,=0

v =0.02

2 \_/5 : 1 = ” % 13 20
BN 4 3 . 3
=2 y =T cos (u: \T> et +7.VT e sin(;u \T)

@l

Slika 3: Priguseno harmonijsko kretanje (opruga sa prigusenjem)
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Izracunavanje i primjena diskretne slucajne varijable u kemiji

Branka Gotovac?, Sanja Tipuri¢-Spuzevié?, Danijela Mari¢ (student)?, Leonardo Pavlovié
(student)?

¢ Kemijsko-tehnoloski fakultet, Sveuciliste u Splitu

Sazetak: U ovom radu je diskretna slu¢ajna varijabla primijenjena na rjesavanje problema u kemiji
i pokazano je kako se za izracun vjerojatnosti, u takvim problemima, mogu koristiti programski paketi
GeoGebra i Excel.

1. Uvod

Pri analizi inZenjerskih procesa mnoge varijable i inzenjerski procesi mogu biti definirani kao slu¢ajne
varijable, poglavito u kemiji. Sluc¢ajne varijable su funkcije koje imaju realne vrijednosti i koje
predstavljaju preslikavanje iz skupa svih ishoda u nekom pokusu S u prostor realnih brojeva R.

Slucajne varijable mogu biti diskretne, kao broj susnih i kisnih dana u nekom periodu, ili kontinuirane, kao
Sto su protok, intenzitet kiSe, koncentracija i sli¢no.

Za slucajnu varijablu vezemo jos i pojmove razdioba slucajne varijable, ocekivanje slucajne varijable i
varijanca. Sve su ovo pojmovi koji su vrlo korisni u inzenjerskim procesima, ali s druge strane nekome tko
nije primarno matematicar mogu biti teski za izracunati.

Za takve izracune se mogu Kkoristiti besplatni programski paketi MCExcel i GeoGebra, koji su vrlo
jednostavni za koristenje kad je slucajna varijabla u pitanju. Isto tako ova dva programska paketa
omogucavaju provjeru podataka dobivenih izracunom, te detaljnu analizu i medusobnu usporedbu
dobivenih rezultata.

2. Pojam slucajne varijable i njene razdiobe

Slucajna varijabla je numeric¢ki ishod slu¢ajnog pokusa. Neka je skup S skup svih elementarnih dogadaja
wy, (ishoda) u nekom pokusu. Elementarni dogadaj je pojedini ishod nekog pokusa. Svakom dogadaju wy,
iz skupa ishoda na odgovarajuéi nacin pridruzimo realan broj .

Definicija 2.1. Slucajna varijabla X je funkcija X : S — R, gdje je skup S skup ishoda u nekom pokusu.

Sluc¢ajnu varijablu ¢emo oznacavati s velikim slovima, a skup vrijednosti slu¢ajne varijable sa R(X).

Svaki od dogadaja wy, ima svoju vjerojatnost py.

Zbrojimo li za sve zj vjerojatnosti koje odgovaraju svakom od njih zj, dobili smo funkciju vjerojatnosti
slucajne varijable ili zakon razdiobe sluc¢ajne varijable.

Ciljna skupina: Visoko obrazovanje i srednja skola

Kljuéne rijeci: diskretna slucajna varijabla, Binomna distribucija, Poissonova distribucija
Kategorizacija: Strucéni rad

Rad preuzet: maj 2021.
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2.1. Diskretna slucajna varijabla

Definicija 2.2. Diskretna slucajna varijabla je slucajna varijabla kojoj je skup vrijednosti konacan ili
beskonacan prebrojiv.

Drugim rije¢ima slucajna varijabla je diskretna ako je R(X) = {z1,22,..., 25} ili R(X) = {x1,22,... }.
Dogadaji [X = ] ¢ine potpun skup dogadaja. To znaci da se oni medusobno isklju¢uju i da je suma
njihovih vjerojatnosti jednaka 1:

> P(X =a) =1

Razdioba vjerojatnosti slucajne diskretne varijable X se moze zapisati kao

XN(.I'l ro ... l'n)
Pr P2 --- DPn

ako je skup vrijednosti kona¢an, odnosno kao

XN(.Z'l ) )
p1 P2

ako je skup vrijednosti beskonacan prebrojiv.

Definicija 2.3. Funkcija razdiobe slucajne varijable X je funkcija koja daje vjerojatnost da ée slucajna
varygabla X poprimiti vrijednost jednaku ili manju od nekog realnog broja xj

k
F(zy) = P(X <) =Y P(x).

i=1

Definicija 2.4. Varijanca slucajne varijable je ocekivanje kvadratnog odstupanja vrijednosti varijable X od
njezinog ocekivanja

V(X) = B(X?) — [B(X)2 = B(X —p)? = 3 a? - Play) — .
k=1

2.2. Binomna razdioba

Ako sluéajni pokus koji se ponavlja n puta ima dva moguca ishoda: uspjeh i neuspjeh, i ako je vjerojatnost
nastupa ishoda uspjeh, poznata, unaprijed utvrdena i konstantna tijekom cijelog istrazivanja i iznosi p, kaze
se da se diskretna sluc¢ajna varijabla X ravna prema binomnoj razdiobi.

Vjerojatnost da se neki slucajni dogadaj X u n pokusa realizira k puta prema binomnom zakonu vjerojatnosti
je

P(X =Fk) = <Z)pk S(1—pt = <Z>pk "k,

gdje je:

n - broj ponavljanja pokusa

p - vjerojatnost realizacije povoljnog ishoda

q - vjerojatnost da se slucajni dogadaj ne realizira

k - broj povoljnih ishoda n ponavljanja slucajnog pokusa.
Ocekivanje sluc¢ajne varijable X kod binomne razdiobe je

E(X)=n-p.
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Varijanca slu¢ajne varijable X kod binomne razdiobe je
oc=n-p-q.

Opcéenito se kaze da se slucajna varijabla X ravna po binomnoj razdiobi koja je odredena parametrima n i
p 1 zapisuje se

X ~ B(n,p).

Napomena: Primjer koji slijedi sastavili su studenti Diplomskog studija kemijske tehnologije, smjer
Materijali. Identifikacija vrste vlakana je jako vazna u praksi, a ovdje je pokazan primjer identifikacija
vlakana metodom gorenja. Gorenje je brza oksidacija uz oslobadanje topline i svjetlosti. Identifikacija
tekstilnih vlakana na temelju ponasanja pri gorenju jednostavna je i brza metoda. Metoda omogucava
razlikovanje vlakana po skupinama: celulozna vlakna, proteinska (bjelancevinasta) vlakna te sinteticka
vlakna. Kako neka sinteticka vlakna gore specificno moguce je izvrsiti toénu identifikaciju.

Pri probi gorenja promatra se gore li vlakna ili ne gore, boja plamena, miris, ponasanje izvan plamena i
izgled ostatka nakon gorenja. Ako vlakna gore promatra se gore li brzo ili sporo, tale 1li se prije
sagorijevanja. Treba obratiti paznju i na ponasSanje materijala neposredno prije dodira s plamenom:
kvréenje, pocetak taljenja ...

Identifikacija vlakana metodom gorenja studenti Diplomskog studija kemijske tehnologije, smjer Materijali
rade na praktikumu iz kolegija Polimerni materijali, a ovaj put su takav pokus pripremili i za Festival
znanosti u Splitu.

2.3. Primger 1.

Studenti na praktikumu vrse analizu tekstilnih vlakana. Prvi korak pri analizi je identifikacija metodom
gorenja. Provedbom ove metode posebno ¢e se obratiti pozornost na miris koji se oslobada tijekom gorenja.
Izgaranjem celuloznih vlakana oslobada se miris koji podsjeca na izgaranje papira, izgaranjem proteinskih
vlakana oslobada se miris koji podsjeéa na izgaranje kose, dok miris kod izgaranja sintetickih vlakana ovisi o
kemijskoj prirodi vlakana. Od ukupne koli¢ine tekstila koju su studenti dobili za analizu, samo 5% tekstila
sadrzi proteinska vlakna. Zadatak je izvrsiti analizu 20 nasumic¢no odabranih uzoraka tekstila.

Zadatak 1. Izvrsiti analizu 20 nasumicno odabranih uzoraka tekstila.

a) Izracunajte kolika je vjerojatnost da de se pri izgaranju najvise 3 uzorka osjetiti miris zapaljene kose.
b) Izracunajte kolika je vjerojatnost da ée se pri izgaranju najmange 2 uzorka osjetiti miris zapaljene kose.
c) Izracunagte kolika je vjerojatnost da ée se pri izgaranju toéno 5 uzoraka osjetiti miris zapaljene kose.

Rjesenje:

Napomena: U ovom primjeru sluc¢ajni pokus ima dva moguéa ishoda: uspjeh (tekstil sadrzi proteinska vlakna)
i neuspjeh (tekstil sadrzi ostale vrste vlakana: celulozna vlakna i sinteticka vlakna). Vijerojatnost nastupa
ishoda uspjeh, je poznata, unaprijed utvrdena i konstantna tijekom cijelog istraZivanja i iznosi p=0.005,
pa diskretna slucajna varijabla X u ovom primjeru zadovoljava sve parametre koji su potrebni za primjenu
binomnome razdiobe.

I. Primjena programskog paketa GeoGebra:

Primjer ¢emo prvo rijesiti pomo¢u matematickog alata GeoGebra. GeoGebra je program kojeg je
mogudce koristiti bez prethodne instalacije, jednostavnim upisivanjem pojama GeoGebra u Google. Nakon
upisivanja, potrebno je kliknuti na Klasi¢na GeoGebra gdje se otvara sucelje koje je prikazano na Slici
1. U izborniku s desne strane kliknuti na Vjerojatnost, a nakon otvaranja novog prozora, u padajué¢em
izborniku potrebno je odabrati opciju Binomna §to je vidljivo na Slici 2.
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R]AS LB OO LN S Q =

+

N ; =)
5 Klasi¢na GeoGebra @
4 N Grafovi
3 @ Geometrija
2 4 3D grafika

|x= simbolicko ratunanje (CAS)

E:F Proragunska tablica

-1 -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 A VerOja‘nOS[
-1
¥ Preuzmi
-2
-3
i
Q
s a
-5 o
Slika 1: Pocetni izbornik sucelja Klasi¢ne Geogebre

] ScQ=

Razdioba ~Statistika

pu=00=1 N

Normaina

LogaritamskaNormalnaRazdioba
LogistickaRazdioba

T 3 35 7 e g <5 3 05 d T 3 75 T 3E T [
Hipergeometriska

/ Nomahna v uo o1

108 C P -1 X< 1 )= 06827

Slika 2: Izbornik sucelja Klasi¢cne Geogebre - razdiobe

&) Sc Q=

Razdioba Statistika

p=10=0.9747 ]

0 5 5 7 3 5 kg ki 2 B 13 1 1 g 18 [ E) 120

/ Binomna

1@ e eo

Slika 3: Prikaz dobivenih rezultata u zadatku pod a) u Geogebri

Na Slici 3. vidimo da najprije treba unijeti vrijednost za broj uzoraka n i vrijednost za p koji predstavlja
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vjerojatnost da ¢e se neki dogadaj odviti. U naSem primjeru je n =20 i p = 0.05.

U zadatku pod a) pitanje je kolika je vjerojatnost da ée se pri izgaranju najvise 3 uzorka osjetiti miris
zapaljene kose, stoga je potrebno izabrati Jednostrani lijevi interval, a potom unijeti vrijednost 3 (Slika
3.). Dobivena vjerojatnost iznosi 0.9841 i jednaka je zbroju vjerojatnosti da niti jedan uzorak pri izgaranju
nece oslobadati miris zapaljene kose, da ¢e samo 1, samo 2, odnosno samo 3 uzorka oslobadati miris zapaljene
kose pri izgaranju. Pojedinacne vjerojatnosti za svaki toéno definirani broj uzoraka prikazane su u tablici s
desne strane (Slika 3.).

Buduéi da je u zadatku pod b) pitanje kolika je vjerojatnost da ée najmanje 2 uzorka od 20 uzoraka,
pri izgaranju oslobadati miris zapaljene kose, prvi ¢e red ostati nepromijenjen, a u drugom redu je potrebno
izabrati Interval (Slika 4.), a potom unijeti vrijednost 2 slijeva i vrijednost 20 zdesna. Dobivena vjerojatnost
iznosi 0.2642 i i jednaka je zbroju vjerojatnosti da ¢e to¢no 2, toéno 3, to¢no 4, ..., totno 20 uzoraka
oslobadati miris zapaljene kose pri izgaranju. Pojedina¢ne vjerojatnosti za svaki toéno definirani broj uzoraka
prikazane su u tablici s desne strane (Slika 4.). Obzirom da je u zadatku pod c¢) pitanje kolika je vjerojatnost

secQ =

Razdioba Statistika

P(X =)
0.3585
0.3774
0.1887
0,059
00133
0.0022
0.0003
0

0

90

100

=10=0.0747 A

NG s GN ~ O x

10

) T 2 : T 7 7 5 B CO—" i I T 120
130
10
150
160
1@ ef | <x< ]2 ])- 22 170
180

Binomna v on 20 0.05
P

190
200

Slika 4: Prikaz dobivenih rezultata u zadatku pod b) u Geogebri

da Ce se pri izgaranju to¢no 5 uzoraka osjetiti miris zapaljene kose, prvi ¢e red ostati nepromijenjen, a drugom
je redu potrebno izabrati Interval (Slika 5.), a potom unijeti vrijednost 5 slijeva i zdesna. Dobivena
vjerojatnost iznosi 0.0022.

K] Sc Q=

Razdioba  Statistika

P(X=K)
0.3585
0.3774
0.1887
0.0596
0.0133
0.0022
0.0003
0
0
0
100
10
0 2 4 3 8 10 12 14 16 18 20 120
130
14 0
150
160
| E P( 5 X< 5 )= 0.0022 170
180
190
Slika 5: Prikaz dobivenih rezultata u zadatku pod c¢) u Geogebri 200

u=10=0.9747 N

0N WN 2O R

©

/" Binomna ~ n 20 p 0.05



S. Tipurié-Spuzevié et al. / EVOLVENTA (JAMTK) 4 (1) (2021) 52

II. Primjena programskog paketa Excela:

Za rjeSavanje primjera u Excelu potrebno je otvoriti aplikaciju Excel i upisati sljedec¢e parametre:

e 1 - broj ponavljanja pokusa,

p - vjerojatnost realizacije povoljnog ishoda,
k - broj nezavisnih pokusaja,

”e” funkciju za izracunavanje BINOM.DIST (pomoéu koje izra¢unavamo vjerojatnost da imamo najvise
k uspjeha ili toéno k uspjeha) ili BINOM.DIST.RANGE (pomo¢u koje izracunavamo vjerojatnost da
¢emo imati najmanje k uspjeha),

ukoliko biramo funkciju BINOM.DIST moramo izabrati i logicku vrijednost koja odreduje oblik

funkcije: funkciju BINOM.DIST: TRUE biramo, ako zelimo izra¢unati vjerojatnost da imamo
najvise k uspjeha, a funkciju BINOM.DIST: FALSE ako Zelimo izracunati vjerojatnost da imamo
to¢no k uspjeha.

U naSem primjeru pod a) potrebno je unijeti funkciju BINOM.DIST(3;20;0,05;TRUE), pomoéu koje
ra¢unamo vjerojatnost da ée se izgaranjem najvise 3 uzorka osjetiti miris zapaljene kose (Slika 6.).
Dobivena vjerojatnost je 0.984098.

B6 - fr | =BINOM.DIST(3:20:0.05:TRUE)
L

2|

3 n 20

4 |p 0.05

5 __;pokusaji 3

6 | 0,984098

Slika 6: Prikaz dobivenih rezultata u zadatku pod a) u Excellu

D6 - fr | =BINOM.DIST.RANGE(20:0,05:2:20)
| A | B | ¢ | b | E | F | @
1 |

2|

3 n 20

4 |p 0,05

5_;p0ku§aji 2

6 | 026416

3

Slika 7: Prikaz dobivenih rezultata u zadatku pod b) u Excellu
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Pri rjesavanju zadatka pod b) potrebno je unijeti funkciju BINOM.DIST.RANGE (20;0,05;2;20), pomo¢u
koje ra¢unamo vjerojatnost da Ce se pri izgaranju najmanje Napomena: ovdje se moZe koristiti i formula
suprotne vjerojatnost, odnosno moze se racunati po formuli P(X > 2) =1— P(X < 1), §to éemo pokazati
u sljedecem primjeru.

Pri rjesavanju zadatka pod c¢) potrebno je unijeti funkciju BINOM.DIST(5;20;0,05;FALSE), pomo¢u koje
rac¢unamo da ¢e se pri izgaranju tocno 5 uzoraka osjetiti miris zapaljene kose (Slika 8.). Dobivena vjerojatnost
je 0.002245.

B6 < fe | =BINOM.DIST(5:20:0.05;FALSE)
A B C D E F |

1

2

3 n 20

4 p 0,05

5 | pokusaji toémo 5

6 0.002245

-

Slika 8: Prikaz dobivenih rezultata u zadatku pod c) u Excellu

ITII. Numericko rjesavanje:

a)

P(X<3)=P(X=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X =3) =
= (3)(0.05)° - (0.95)%° + (%) (0.05)" - (0.95)1 + (%) (0.05)2 - (0.95)'® + (%) (0.05) - (0.95)'7 =
= 0.3585 + 0.3774 + 0.1887 + 0.0596 = 0.9841

P(X <3)=0.9841

b)

P(X>2)=1-P(X<2)=1-(P(X=0)+P(X =1)) =
=1 — (0.3585 + 0.3774)

P(X >2) = 0.2642

c)

P(X =5) = (%)(0.05)% - (0.95)*® = 0.0022 |
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2.4. Poissonova razdioba

Ako je vjerojatnost da se dogodi neki dogadaj poznata, unaprijed utvrdena, konstantna i jako mala
tijekom cijelog istrazivanja te broj pokusa tezi u beskonacnost umjesto binomne razdiobe, koristi se
Poissonova razdioba. Uglavnom se koristi za rijetke dogadaje, odnosno one dogadaje koji imaju veliki
uzorak i malu vjerojatnost. Vazna primjena Poissonove razdiobe je u slu¢ajevima kada ne znamo broj
pokusa ni vjerojatnost realizacije slucajnog dogadaja, ali znamo njihov umnozak odnosno ocekivanje
slucajne varijable (vidi nastavak).

Poissonova distribucija se koristi ako vrijedi

n>501p< 10.

Zakon vjerojatnosti po Poissonovoj distribuciji je

gdje je p =n-pigdje je:

n - broj pokusa

p - vjerojatnost realizacije slucajnog dogadaja

k - broj povoljnih ishoda u n pokusa.

Ocekivanje slucajne varijable X kod Poissonove razdiobe je :

EX)=n-p=p.
Varijanca sluc¢ajne varijable X kod Poissonove razdiobe je

0’2 = n . p = M.
Opcéenito se kaze da se slucajna varijabla X ravna po Poissonovoj razdiobi koja je odredena parametrom pu
i zapisuje se

X =~ P(p).

Napomena: Primjer koji slijedi sastavili su studenti Diplomskog studija kemijske tehnologije, smjer
Materijali. Promatrali su sustav padajuéih kuglica u zataljenoj cijevi razli¢itih materijala (razli¢itih
gustoéa) . Opéenito kad se govori o sustav padajuéih Cestica u zataljenoj cijevi razlicitih dimenzija,
zapravo je rije¢ o sortiranju.

Sortiranje je fizikalna operacija kojom se iz kolektiva Cestica razlic¢itog kemijskog sastava odjeljuju pojedini
sastojci istog sastava.

Sortiranje se u praksi primjenjuje za razlicite svrhe. Na primjer, u kontejnerima za prikupljanje plasticne
ambalaze nalaze se razli¢ite vrste polimera: PE, PP, PET, PS, PVC. Prikupljeni otpad je potrebno usitniti
na komadiée i propustiti kroz neku kapljevinu (uglavnom vodu). S obzirom na veli¢inu nastalih komadiéa
(Cestica) i gustocu razlicitih polimernih materijala, mogudée je izvrsiti sortiranje i razdvojiti razlicite vrste
polimera te ih uputiti na daljnju preradu.

Sortiranje se ne moze izvrsiti bez klasiranja.

Klasiranje je fizikalna operacija pomoc¢u koje se sipki materijal, nakupina cestica istog sastava, razdvaja na
frakcije u kojima cestice imaju priblizno istu veli¢inu. Klasiranje se moze provesti prosijavanjem i pomocu
medija.

Klasiranje je vrlo bitna operacija u kemijskom inZenjerstvu. Na primjer, tvornica poli(etilen-tereftalata)
(PET) proizvodi ovaj polimer u obliku granula (kuglica). Medutim, dobivene kuglice su razlicite veli¢ine.
Proizvoda¢ PET boca kupi granule PET-a nepoznatih dimenzija od navedene tvornice, rastali ih da bi
proizveo PET boce i pojavi se problem: niti jedna dobivena boca nema jednoliku strukturu i lijep izgled,
nego su na svakoj boci vidljive kuglice nerastaljenog PET-a. Granule manjih dimenzija rastalile se dosta
brze nego granule veé¢ih dimenzija.

Klasiranje, odnosno preciznije gravitacijsko talozenje, ima i vrlu bitnu primjenu pri proc¢is¢avanju otpadnih
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industrijskih i komunalnih voda. Otpadna voda se ne smije ispustati u okoli§ prije nego §to se iz nje uklone
Cestice oneciscenja.

Na temelju brzine padanja najmanje cestica radi se dimenzioniranje odgovarajué¢ih taloznika. Ako se u

sustavu nalaze Cestice istog materijala, ukupna brzina talozenja cestica i ukupno vrijeme provedbe procesa
talozenja ovisit ¢e o najsporijem koraku — o brzini talozenja najmanje Cestice.

2.5. Primger 2.

Zadatak 2. S vrha vertikalno postavljene cijevi, zataljene s jednog kraja i ispunjene vodom, propustaju se
kuglice promjera 0.5 cm. Kuglice su izradene od razlicitih materijala (razli¢itih gustoéa). Broj kuglica koji
dode do dna zataljene cijevi u 1 sekundi smatra se Poissonovom razdiobom s ocekivanom vrijednoséu 1.

a) Kolika je vjerojatnost da niti jedna kuglica ne dode do dna zataljene cijevi tijekom 1 sekunde?
b) Kolika je vjerojatnost da de tijekom 1 sekunde najvise 2 kuglice doéi do dna zataljene cijevi?

c) Kolika je vjerojatnost da ée tijekom 1 sekunde najmange 3 kuglice doéi do dna zataljene cijevi?

Rjesenjge: Napomena: U ovom primjeru ne znamo broj pokusa ni vjerojatnost realizacije sluc¢ajnog dogadaja,
ali znamo njihov umnoZak odnosno ocekivange slucajne varijable, koje iznosi p = 1, stoga ovaj primjer
moZemo samo rijesiti pomocu Poissonove razdiobe.

1. Primjena programskog paketa Geogebra

Za rjesavanje primjera u GeoGebri, postupamo na isti nac¢in kao u prethodnom primjeru, s tim Sto nakon
opcije Vjerojatnost, u padajuéem izborniku odaberemo opciju Poissonova (Slika 9. i Slika 10.).

) o ao —
RjoA A~ XD OO LN =2 Q =
+ N . e
5 Klasi¢na GeoGebra
4 /\/ Grafovi
3 é& Geometrija
e & 3D grafika
x= Simbolicko radunanje (CAS)
1
;4 Proragunska tablica
1 10 9 8 7 - 5 4 3 2 ) 1 2 3 4 5 A\ Vjerojatnost
=l
¥ Preuzmi
-2
-3
4 Q
s Q
-5

Slika 9: Korisnicko sucelje Geogebre

Na Slici 11. vidimo da najprije treba unijeti vrijednost za u, koji predstavlja ocekivanje slucajne varijable,
pa je u ovom primjeru potrebno unijeti 1. U zadatku pod a) pitanje je kolika je vjerojatnost da tijekom 10
sekundi niti jedna kuglica neée doé¢i do dna zataljene cijevi, stoga je potrebno izabrati Interval (Slika 11.),
a potom unijeti vrijednost O slijeva i zdesna. Dobivena vjerojatnost iznosi 0.3679. Pojedinacne vjerojatnosti
za svaki toéno definirani broj uzoraka prikazane su u tablici s desne strane (Slika 11.), gdje se vidi da
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Razdioba  Statistika

u=00=1 N

Normalna
Studentova

Hi kvadrat

F razdioba

Eksponencijaina

Cauchyjeva

Weibullova
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LogaritamskaNormalnaRazdioba
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Poissonova
Fipergeometrjska

) 25 2 T ac] 05 ) 0s 1 s 2 25 3 35 1] 45

_/~ Normaina v op0 g1
] [[_]\ [ T X 1 )= 06827
Slika 10: Padajudi izbornik - Poissonova
Razdioba ~ Statistika
. » KP(X=K)
p=1o0=1 N B2 003679
10.3679
20.1839
30.0613
40.0153
50.0031
6 0.0005
7 0.0001
80
90
05 0 05 1 15 2 25 3 3‘5 4 5 5 55 6 65 7 75 8 85
s S

Slika 11: Tablica pojedinacnih vjerojatnosti - zdk a)

je vijerojatnost da 8 i viSe kuglica dode do dna zataljene cijevi jednaka 0. Bududi da je u zadatku pod
b) pitanje je kolika je vjerojatnost da ée tijekom jedne sekunde najvise 2 kuglice doéi do dna zataljene
cijevi, prvi ée red ostati nepromijenjen, a u drugom je redu potrebno izabrati Interval (Slika 12.), a potom
unijeti vrijednost 0 slijeva i vrijednost 2 zdesna. Dobivena vjerojatnost iznosi 0.9197 i jednaka je zbroju
pojedina¢nih vjerojatnosti da u jednoj sekundi neée pasti niti jedna kuglica te da ¢e pasti jedna, odnosno
dvije kuglice. Pojedinac¢ne vjerojatnosti za svaki to¢no definirani broj uzoraka prikazane su u tablici s desne
strane (Slika 12.). Bududi da je pod c¢) pitanje kolika je vjerojatnost da ¢e tijekom jedne sekunde najmanje 3

Razdioba  Statistika

K P(X = K)
003679
10.3679
201839
300613
400153
50,0031
600005
70,0001

p=to=1 AD

90

1@ eo <xs< 2 ):

Slika 12: Tablica pojedinacnih vjerojatnosti - zdk b)

kuglice do¢i do dna zataljene cijevi, prvi ¢e red ostati nepromijenjen, a u drugom je redu potrebno odabrati
opciju Jednostrani desni interval i unijeti vrijednost 3, (Slika 13.). Dobivena vjerojatnost iznosi 0.0803 i
jednaka je zbroju vjerojatnosti da ¢e u jednoj sekundi pasti to¢no 3 kuglice, to¢no 4 kuglice, to¢no 5 kuglica
itd. Pojedina¢ne vjerojatnosti za svaki totno definirani broj uzoraka prikazane su u tablici s desne strane

(Slika 13.).
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Razdioba  Statistika

Kk P(X=k)
00.3679
103679
20.1839
300613
400153
500031
60.0005

70,0001
80
90
3 7 25 3 as 3 45 3 55 3 3 7 7 T g
/" Poissonova vt

u=to=1 n

Slika 13: Tablica pojedinacnih vjerojatnosti - zdk c)

2. Primjena programskog paketa Excell

Za rjedz”avanje primjera u Excelu potrebno je otvoriti aplikaciju Excel i upisati parametre:

e x - broj dogadaja,

ocekivana brojcana vrijednost,

funkciju za izra¢unavanje POISSON.DIST,

logicku vrijednost koja odreduje oblik funkcije POISSON.DIST: TRUE biramo, ako zelimo izrac¢unati
vjerojatnost da da ée broj slucajnih dogadaja koji se dogode biti izmedu nula i x, a FALSE ako zelimo
izracunati vjerojatnost da ¢e broj dogadaja biti toéno x,

e ukoliko biramo funkciju POISSON.DIST moramo izabrati i logicku vrijednost koja odreduje oblik
funkcije: funkciju POISSON.DIST: TRUE biramo, ako zelimo izracunati vjerojatnost da ¢ée broj
slucajnih dogadaja koji se dogode biti izmedu nula i x, a funkciju POISSON.DIST: FALSE ako
zelimo izra¢unati vjerojatnost da imamo to¢no x uspjeha.

U naSem primjeru pod a) potrebno je unijeti funkeciju POISSON.DIST (0;1;TRUE), pomoéu koje
racunamo vjerojatnost da da do dna zataljene cijevi neée dodi niti jedna kuglica u vremenu od 1 sekunde
(Slika 14.). Dobivena vjerojatnost je 0.367879.

Cc3 - Je =POISSON.DIST(C2,C1,TRUE)
A B C D E F

1 Poissonova razdioba 1

2 X 0

3 P(X=0) | [].36?8?9_'

4

5

6

Slika 14: Vjerojatnost - zadatak a)

U primjeru pod b) potrebno je unijeti funkciju POISSON.DIST (2;1;TRUE), pomo¢u koje ra¢unamo
vjerojatnost da da ¢e najvise 2 kuglice doéi do dna zataljene cijevi (Slika 15.). Dobivena vjerojatnost je
0.919699. U primjeru pod c¢) potrebno je unijeti funkciju 1-POISSON.DIST(2;1;TRUE) pomoc¢u koje
raCunamo vjerojatnost da ¢e najmanje 3 kuglice doéi do dna zataljene cijevi (Slika 16.). Dobivena
vjerojatnost iznosi 0.080301.
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c3 < Jr | =POISSON.DIST(C2,C1,TRUE)
A B C D E F

1 Poissonova razdioba 1

2 X 2

3 P(X<2) | 0.919699_|

4

5

6

Slika 15: Vjerojatnost - zadatak b)

c4 - fe | =1-POISSON.DIST(C3,C1,TRUE)
A B C D E F

1 Poissonova razdioba 1

2 X 3

3 2

4 P(X23)=1-P(X<2) | 0.080301_|

5

6

Slika 16: Vjerojatnost - zadatak c)

Napomena: Ovdje nismo mogli koristiti funkciju BINOM.DIST.RANGE, kao u prethodnom primgjeru pod
b), zato Sto ne znamo raspon, odnosno ne znamo koliki je broj pokusa, nego samo znamo ocekivanje sluc¢ajne
varijable. Stoga moramo koristiti formulu suprotne vjerojatnosti: P(X > 3)=1— P(X < 2).

3. Numericko rjesavanje:

i)
B
Il
=
=
I

—
=)
3
|
—
I
e
w
D
J
o 9]
J
Ne
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= 0.367879 4+ 0.367879 + 0.183939 = 0.919697

tzls,,uz% ls=1
X >3
P(X =23) ="

P(X>3)=1-P(X<2)=

_ 10 11t 11?2 1y
*1_(5'6 +qre 5 e )=

=1—(0.367879 + 0.367879 + 0.183939) = 0.080303

P(X > 3) = 0.080303 0

3. Zakljucak

Iz konkretnih primjera iz kemije (Primjera 1. i 2.) je o¢ito da je numericko rjesavanje ovakvih problema
slozeno, ne samo u samom izracunu, nego i u postavci zadataka, dok za je za primjenu gotovih programskih
paketa, dovoljno znati broj pokusaja u pokusu i vjerojatnost zeljenog ishoda, Sto uvelike olakSava racun
vjerojatnosti u svim kemijskim procesima. Na ovaj nacin svaki kemic¢ar moze sam racunati vjerojatnost
pojedinih ishoda svojih pokusa i pretpostaviti rezultate pokusa.
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Zabavna matematika - Problemi mjerenja

Zadatak 1. Jedna osoba ima tri posude, od 14, od 9 i od 5 litara. Posuda od 1/ litara je puna. Prelijevanjem

iz posude u posudu (koristedi samo ove tri posude) treba izmjeriti 7 litara vode. Kako to izvesti?

Zadatak 2. Dwvojica meraklija imaju bocu od 16 | punu vina, i dvije prazne posude od 6 1 i 10 1. Kako ce

vino podijeliti na dva ista dijela (po 8 1) koristeéi samo ove raspoloZive posude?

Zadatak 3. Vodoinstalater ima posudu od 3 litra, posudu od 5 litara i kantu. Kako ce iz ¢esme izmjeriti

tacno 4 litra vode u kantu?

Zadatak 4. Pomocu dva pjescana sata od kojih jedan mjeri 15 minuta, a drugi mjeri 20 minuta, odrediti

vremenski period od 25 minuta.

Zadatak 5. Dva metronoma pocnu istovremeno otkucavati. Prvi otkucava svaku drugu sekundu, a drugi

otkucava svaku trecu sekundu. Ukupno se culo 13 otkucaja, pri cemu su se istovremeni otkucagi culi kao

Pjescani sat je vrsta uredaja za mjerenje vremena. Sastoji se od dvije spojene,
okomite komore koje omogucavaju pretakanje materijala (obi¢no pijeska) iz gornje
u donju komoru. Po isteku cijelog materijala iz gornje komore, pjescani sat se
moze okrenuti da bi se vremenski interval ponovo mjerio. Veli¢ine koje utic¢u
na duzinu mjerenog vremenskog intervala su koli¢ina materijala u satu, veli¢ina
komora, Sirina grla i fino¢a pijeska.

Pjescani satovi su postali rasprostanjeni u 14. vijeku. Ipak, vec u 16. vijeku
pjeScane satove istiskuje razvoj mehanickih satova. Danas se pjesc¢ani satovi
koriste u djelatnostima gdje nije potrebno precizno mjerenje vremena (u kuhinji,
u drustvenim igrama) ili kao ukras.

Simbolicki, pjescani sat simbolizira protok vremena, upravo zbog svoje vizualnosti
protoka (racunari ¢esto imaju piktogram pjescanog sata koji obavjestava korisnika
da je potrebno pricekati da se odredeni podaci procesiraju).

jedan. Koliko je sekundi proslo od prvog do 13 otkucaja?

Metronom je sprava koja pokazuje brzinu izvodenja nekoga muzickog djela.
Metronom otkucava zvuénim signalom broj njihanja u minuti (40 do 200) i
oznacava pravilan ritam protoka takozvanog objektivnog vremena. Mehanicki
metronom patentirao je 1816. Johann Nepomuk Madlzel, a danas uz taj
standardni postoje elektronski i dzepni metronomi. Metronomske oznake, to
jest kompozitorova uputstva o brzini izvodenja djela, biljeze se od Beethovenove
Osme simfonije iz 1817. Veéina kompozitora uz oznaku tempa pise i metronomsku
oznaku. Ona znacai broj udaraca u minuti, a oznacava se slovima M M i brojem
koji predstavlja broj udaraca u minuti.

Polagani tempo M M = 40 — 76 ; Umjereni tempo MM = 76 — 120 ; Brzi tempo
MM =120 — 200.

Ciljna skupina: svi uzrasti
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Nagradni zadatak: Kada je rodena Cheryl?

Pitanje je o djevojcici Cheryl, koja je zamolila dvojicu djecaka da pogode njezin rodendan, prvo je
postavljeno u sklopu testa koji su organizirali Singapurska i Azijska Skolska matematic¢ka olimpijada
(SASMO). Medutim, brzo je postalo viralno nakon $to ga je lokalni izdava¢ objavio na Facebooku, tokom
vikenda.

Od rjesavaca se zahtijevalo koristiti logiku za utvrdivanje Cherylina rodendana, pomoc¢u kratkog razgovora
izmedu dvojice djetaka, o informacijama koje su im dane. Do utorka su mrezni korisnici vodili ozbiljne
rasprave oko najboljeg moguéeg odgovora na zagonetku, na platformama drustvenih medija, kao Sto su
Reddit, Facebook i Twitter. ”AZurirao sam svoj Zivotopis da bih u roku od pet minuta dodao zakljuceni
Cherylin rodendan”, napisao je Phil Smith na Twitteru. Drugi nisu bili toliko pametni. ”Zapanjen sam
... kad je tacno Cherylin rodendan?”, lan Gessey napisao je na mrezi.

”Prosjecni ucenik u Velikoj Britaniji uspanic¢io bi se ako bi mu se ovaj problem postavio, a ne bi ga
ni pokuSao rjesavati jer pitanja utemeljena na logici nisu dio kurikuluma”, rekla je Karen Skuse, bivsa
profesorica matematike u skoli Langley, neovisnoj §koli u Norwichu i iskusni predavac¢ s 14 godina iskustva
u poducavanju. Neke bi se skole, medutim, suocile s izazovom. Carole Knight, zamjenica voditeljice
skole u Headingtonu rekla je: ,Otprilike treé¢ina nasih djevojaka, nasa najbolja grupa, vidjet ¢e ovu vrstu
matematike izazovno i s uzitkom. Uzivali bi u suocavanju s izazovom, a mi bismo ga koristili kao sjajan
primjer zajednickog rjesavanja problema.”.

U objavi na Facebooku kasno u ponedjeljak naredne sedmice, SOSMA je pruzila cjelovit model odgovora.
Post je takode pojasnio ranije izvjestaje da je pitanje postavljeno osnovnoskolcima, rekavsi da SOSMA
smatra vaznim navesti dob uklju¢enih ucenika, tako da ”singapurski roditelji ne¢e morati toliko brinuti”.
Pitanje je bilo ”zapravo sa srednjeg 3 i sekundarnog 4 SASMO takmicenja, odrzanog 8. aprila 2015”,
navedeno je, dodajuéi da je "namijenjeno prosijavanju boljih ucenika”.

Singapur je poznat Sirom svijeta po svom nacionalnom matematickom sistemu, koji su oponasale skole u
drugim razvijenim zemljama i gradovima, uklju¢ujué¢i New York.

(Preuzeto iz The New York Times, 14. 04. 2015.)

Zadatak 1. Albert i Bernard upravo su upoznali Cheryl. ”Kada je tvoj rodendan?” Albert je pitao Cheryl.

Cheryl je malo razmislila i rekla: ”Neéu vam reéi, ali dat éu vam neke naznake.” Zapisala je popis od
10 datuma:

15. mag, 16. maj, 19. maj

17. jun, 18. jun

14. jul, 16. jul

14. avgust, 15. avgust, 17. avgust

”Moj je rodendan jedan od ovih datuma”, rekla je.

Tada je Cheryl Albertu Sapnula na uho mjesec i samo mjesec svog rodendana, a Bernardu je Sapnula dan
i samo dan.

”"Mozete li to sada pogoditi?” upitala je Alberta.

Albert: Ne znam kada ti je rodendan, ali znam da ni Bernard ne zna.

Bernard: U pocetku nisam znao, ali sada znam.

Albert: Pa, sad znam i ja!

Kada je Cherylin rodendan?

Ciljna skupina: svi uzrasti
Rjesenje zadatka dostaviti najkasnije do 31.10.2021. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom)
Prvo pristiglo, ta¢no i potpuno rjesenje bit ¢e nagradeno novéanom nagradom od 50 KM.
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Konkursni zadaci

Osnovna skola

Zadatak 41. Citaoci Evolvente: Ajla, Tanja i Olivera, ocjenjene su iz matematike razlicitim ocjenama: 8,
4 % 5. Damir je pokusao pogoditi njihove ocjene:

?Olivera je dobila 3. Tanja nije dobila 3, a Ajla nije dobila 5.”

Olivera mu na to odgovori: ”Rekao si istinu samo za jednu od nas tri”. Odrediti ocjene ovih ucenica.

Zadatak 42. Jedan satni mehanizam zaostaje dvije sekunde za Sest dana. Koliko je sati pokazivao taj
mehanizam 08.03.2021. godine u podne ako je pokazivao tacno vrijeme 01.01.2021. godine u podne?

Zadatak 43. Dz’jagonala@ romba ABCD ima duZinu 6. Neka je M srediste stranice CD i N srediste
stranice AD. Duzi BM i BN sijeku dijagonalu AC' u tackama P i Q, redom.

1. Izracunati duZinu odsjecka PQ.
2. Izracunati povrsinu trougla ABMN, ako je |BM| = 3.

Zadatak 44. Proizvod Sest uzastopnih prirodnih brojeva je 66 x 28«. Odrediti nepoznate cifre oznacene
zvijezdicom (te cifre nisu obavezno jednake).

Zadatak 45. U trouglu AABC tacka D je srediste duZi BC. Za tacku E duzi AD vrijedi jednakost 4|AE| =
3|AD|. Prava BE sijece stranicu AC wu tacki F. Odrediti razmjeru (omgjer) povrsina trouglova ANABF i
ABCEF.

Srednja skola

Zadatak 41. Odrediti sve brojeve izmedu 100 000 i 300 300 koji pri djeljenju sa 21 i 2021 daju isti ostatak
15.

Zadatak 42. Nad duzi AB kao osnovicom, konstruisani su jednakostranicni trougao AABD i jednakokraki
pravougli trougao AABC. Tacka E je podnozje normale iz tacke C, na duZ AB, a tacka M je podnoZje
normale iz tacke C na duz AD. Izracunati ugao ZCEM.

Zadatak 43. Odrediti sve realne vrijednosti parametra p, za koje je izraz
log[(p — 1)2* + 2pz +3p — 2],

definisan za svako x € R.

2 1
Zadatak 44. Rijesiti jednacinu 1 4+ — =

sin x 2cos? ¢’

Zadatak 45. Zbir prvih n ¢lanova jednog niza dat je izrazom
S, = 9.5n% — 89.5n .

Naci opsti ¢lan tog niza i pokazati da je to aritmeticki niz.

Ciljna skupina: Osnovna §kola, srednja skola
Rjesenja zadataka dostaviti najkasnije do 31.10.2021. godine, putem e-maila ili na adresu ¢asopisa (postom ili li¢no)
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Rjesenja konkursnih zadataka 31 — 40

Osnovna Skola

Zadatak 31. Sam lav moZe da pojede ovcu za dva sata, vuk za tri sata, a pas za Sest sati. Za koje vrijeme
bi oni zajedno pojeli ovcu?

Rjesenje: Lav pojede jednu ovcu za dva sata, to znaéi da ¢e za 6 sati (tri puta vise vremena) pojesti 3
ovce.
Vuk jednu ovcu pojede za tri sata, znaci za 6 sati (duplo vise vremena) ée pojesti 2 ovce.
Pas pojede jednu ovcu za 6 sati.

Dakle, lav, vuk i pas ¢e za Sest sati pojesti 3+ 2 + 1 = 6 ovaca, a to opet znaéci da za jedan sat jedu po
jednu ovcu. a

Zadatak 32. Redari Damir i Ema mjerili su ucionicu koracima. Damir jednim korakom izmjeri 80 cm.
Emin korak je za 30 cm kraci i zato je, mjereci duZinu ucionice, napravila 9 koraka vise mego Damir, a
mjereéi Sirinu, napravila je 6 koraka vise nego Damir. Koliko iznosi duZina i $irina ucionice?

(Rijesiti bez upotrebe jednacinal)

Rjesenje: Ema mjere¢i duzinu ucionice nac¢ini 9 koraka vise od Damira. Da napravi isti broj koraka kao
i Damir, izmjerila bi 9 - 50 = 450 ¢m manje od Damira. Kako svakim korakom izmjeri 30 ¢m manje od
Damira, dobijamo 450 : 30 = 15 Damirovih koraka. Dakle, duzina ucionice je 15-80 = 1200 cm = 12 m.
Ema mjereéi sirinu ucionice nac¢ini 6 koraka vise od Damira. Da naprvi isti broj koraka kao Damir
izmjerila bi za 6 - 50 = 300 ¢m manje od Damira. Kako svakim korakom izmjeri 30 ¢m manje od Damira.
dobijamo 300 : 30 = 10 Damirovih koraka. Dakle, Sirina ucionice je 10 - 80 = 800 ¢m = 8 m. |

Zadatak 33. Zbir kuénih brojeva jedne strane ulice (izmedu dvije raskrsnice) iznosi 333. Koji su to brojevi?
(Brojevi na razlicitim stranama ulice su razlicite parnosti.)

Rjesenje: Cinjenice koje znamo iz podatka koji je dat u zadatku su

1. Kucée su na "neparnoj” strani ulice jer je zbir parnih brojeva uvijek paran.
2. Na tom dijelu ulice je neparan broj kuca jer je zbir parnog broja neparnih brojeva paran.
3. Postoji "srednja” kuca jer je broj kuca neparan.

Neka je broj te srednje kuce k. Tada su brojevi ostalih kuéa
o k—4k—2kk+2,k+4,...

Ako je broj svih kuca n tada je n < ki k- n ¢e biti zbir njihovih brojeva, to jest k- n = 333. Kako je
333=1-333=3-111=9- 37, jedine moguce kombinacije brojeva kinsu333i1,11113i371i9.

U prvom slu¢aju imamo samo jednu kucu i njen broj je 333.

U drugom slucaju imamo 3 kuée i njihovi brojevi su 109,111 1 113.

U treéem sluc¢aju imamo 9 kuéa i njhovi brojevi su 29,31,33,35,37,39,41,43 i 45. O

Zadatak 34. Ako bi se spoljasnji ugao kod tjemena A trougla ANABC povecéao za 35°, a spoljasnji ugao kod
tiemena B umangio za 20°, onda bi se unutraingi ugao kod tjemena C povelao za svoju Cetvrtinu. Koliki je
unutrasngi ugao kod tjemena C'?

Ciljna skupina: Osnovna skola, Srednja skola
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RjeSenje: Oznacimo unutrasnje uglove trougla sa «, 5 i v i, respektivno, odgovarajuce spoljasnje uglove

sa aq, f1 1 7. Kako je a+ g+ v = 180°, zakljucujemo da vrijedi oy = 4+ v i 1 = a + 7. Sabirajuéi ove
dvije jednakosti imamo

(o751 +51:180°+'y. (1)

Iz datog uslova zadatka zaklju¢ujemo

1
o1 +35°+ By —20° = 180° + v+~ ,

4
to jest
o D
ay + B1 =165 +1’y. (2)
. . . . 5 . . .. .
Sada iz (1) i (2) imamo da je 180° + v = 165° + 17 17 Cega jednostavno dobijamo da je v = 60°. o

Zadatak 35. Svakom od brojeva 164 i 100 dodati jedan te isti cijeli broj tako da oba dobijena zbira budu
kvadrati cijelih brojeva. Koji broj treba dodati?

Rjesenje: Neka je trazeni cijeli broj a, to jest

164 + a = b?
1004+ a=¢?,

gdje su b i c cijeli brojevi. Tada je b — ¢ = 64, odnosno (b — ¢)(b+ ¢) = 64.
Kako je

64=1-64=2-32=4-16=8-8=(—1)-(—64) = (—2)- (=32) = (—4) - (=16) = (=8) - (-8) ,

rjeSavanjem sistema

b—c==x
b+c=y,
gdje su x i y cjelobrojni faktori broja 64, dobijamo da je a € {—100, —64,125}. a

Zadatak 36. Trojica ljudi, Mujo, Haso i Huso su na vasaru sa svojim suprugama. Imena supruga su Fata,
Hana @ Lamija. Utvrditi ko je s kim oZenjen, ako je poznato sljedece:

e Swvako od ovih Sest lica platio je svaku kupljenu stvar onoliko KM koliko je stvari kupilo.
o Svaki muskarac potrosio je 63 KM vise od svoje Zene.

o Mujo je kupio 23 stvari vise od Hane, a Haso 11 vise od Fuate.
Rjesenje: Ako sa  oznaéimo broj predmeta koje kupi suprug, onda je 22 broj KM koliko je za to platio.
Analogno, ako je y broj predmeta koje kupi supruga, onda je 42 koli¢ina novca koju je za to platila.
Prema uslovu zadatka je 22 — y? = 63, §to mozemo zapisati i sa (z — y)(z +y) = 63. Kakosu x iy
cjelobrojni, razlikujemo tri slucaja. Naime,

63=1-63=3-21=7-9.

Sada imamo tri sistema jednacina:
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r—y=1 r—y=3 r—y="7
z+y =063 rz4+y=21 z+y=9
rjeSenje: =32 y =31 rjeSenje: =12 y=9 rjeSenje: =8 y=1

Nadimo one vrijednosti z i y ¢ija je razlika 23, a to su 32 (x iz prvog sistema) i 9 (y iz drugog sistema).
Ovo znaéi da je 32 predmeta kupio Mujo, a 9 predmeta je kupila Hana. Razliku 11 dobijamo izmedu 12
(z iz drugog sistema) i 1 (y iz treéeg sistema), a ovo znaci da je Haso kupio 12 premeta i Fata 1 predmet.
Tada ostaje da je Huso kupio 8 (z iz tredeg sistema) predmeta, a Lamija je kupila 31 (y iz prvog sistema)
predmet. Dakle, bra¢ni parovi su Mujo i Lamija, Haso i Hana i Huso i Fata. a

Zadatak 37. Od svih dvocifrenih brojeva odrediti onaj koji podijeljen zbirom svojih cifara daje najveéu
vrijednost.

Rjesenje: Neka je trazeni broj ab = 10a+b (a,b € {0,1,2,3,...,9}, a # 0). Neka je k koliénik tog broja i
10a + b

= k. Odavde imamo
+b

zbroja njegovih cifara, to jest

10a+b=k(a+b) < 10a+b—ka—kb=0,
iz ¢ega dobijamo jednakost

(10—k)a+(1—-k)b=0. (3)
Kako je a > 01 b > 0, zakljucujemo da je k£ < 10. Ovo onda znaci da je najveca vrijednost koli¢nika k = 10.
Iz (3) onda imamo 0-a — 9b = 0, pri ¢emu a moze biti bilo koja cifra razli¢ita od 0. Dakle, trazeni dvocifreni
brojevi su 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 i 90. a

Zadatak 38. Rijesiti jednacinu u skupu cijelih brojeva: 3 — 1022 +xy —y = 0.

Rjesenje: Jednacina 2° — 1022 + 2y — y = 0 je ekvivalentna jednacini 2® — 1022 4 y(z — y) = 0. Odavde
mozemo izraziti y kao

7_3:3—10372 7_x3—x2—9x2—|—9x—9m+9—97x2(x—1)—9x(x—1)—9(m—1)—9
v= z—1 z—1 N z—1
=—224+9x+9+ 9 .
z—1

Kako trazimo rjesenja u skupu cijelih brojeva, zaklju¢ujemo da mora biti z — 1 € {-1,1,-3,3,-9,9},
odnosno z € {0,2,—-2,4,—8,10}. Neposrednom provjerom dobijamo:

=0 = y=0
=2 = y=—4+184+9+9=32
r=—-2 = y=-4-1849-3=-16
r=4 = y=-16+36+9+3 =32
r=-8 = y=—-64—-724+9—-1=-128
r=10 = y=-100+90+9+1=0.

Dakle, rjesenja polazne jednacine su

(z,y) € {(0,0),(2,32),(—2,—-16), (4,32), (—8,—128), (10,0)} .
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Zadatak 39. U jednakokrakom trouglu AABC s osnovicom BC' nalazi se tacka M takva da je LM BC =
30° i LMCB = 10°. Odrediti LAMC' ako je LBAC = 80°.

Rjesenje: Zadato je: jednakokraki trougao AABC, a = /ZMBC =30°1i 8 =/MCB = 10°. Tada je
A

LABC = {BCA = M — 50°

LABM = 50° — 30° = 20°, LACM = 50° — 10° = 40°.
Spustimo visinu iz tacke A (duz AH) i produzimo duz BM do
presjeka sa tom visinom (tacka K). Tada je LCAH = 40° i

LCMK =180° — LBMC = 40°. 4

Trougao ABKC je jednakokrak, paje { K BC = AKCB = 30° iz

cega zakljucujemo da je L KCM = 20°, a time je LACK = 20°. JZat B .
H

Trouglovi AACK i AMCK imaju iste uglove i jednu zajednicku stranicu pa zaklju¢ujemo da su oni
podudarni, te je |[AC| = |CM]|. Dakle, AAMC je jednakokrak, a time su LAMC i LM AC podudarni.
Pri tome je

LAMC = M =70° .

O

Zadatak 40. Postoji li medu 2020 proizvoljno odabranih prirodnih brojeva dva cija je razlika djeljiva sa
201972

RjesSenje: Oznacimo sa A skup od 2020 proizvoljno izabranih prirodnih brojeva. Sa B oznacimo skup svih
mogu¢ih ostataka pri djeljenju broja s 2019.

B=1{0,1,2,...,2018} .

Tada je k(A) = 2020, a k(B) = 2019 (k(X) je broj elemenata kona¢nog skupa X). Prema Dirichletovom
principu, u skupu A moraju postojati bar dva elementa koja pri dijeljenju sa 2019 imaju isti ostatak. Razlika
ta dva broja je takode djeljiva sa 2019. a

Zepié Lana, JU OS ”Sv. Franjo” Tuzla
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Srednja skola

Zadatak 31. Ako se broj stranica pravilnog mnogougla poveéa za 4, njegov unutrasnji ugao se poveca za
15°. Za koliko se poveca broj dijagonala?

RjeSenje: Oznacimo sa n broj stranica pravilnog mnogougla. Njegov unutrasnji ugao tada iznosi o, =

—92).180° —2)-180°
u. Neka je n; = n + 4 (broj stranica mnogougla sa uve¢anjem), tada je ay,, = u
n ni

Prema uslovu zadatka imamo
—2)-180° —2)-180°
Qp, = ap + 15° odnosno (1 ) = (n ) +15° .
ni n
Kako je ny = n + 4, sada imamo
4—2)-180° —2)-180°
(n+ ) - 180 :(n ) - 180 415
n+4 n
<= n(n+2)180° = (n 4+ 4)(n — 2)180° + 15°n(n + 4)
< 12n° + 24n = 12n* + 24n — 96 + n” + 4n
= n’+4n—96=0
< n*+12n—8n—96 =0
<~ (n+12)(n—8)=0.
Vidimo da su moguce vrijednosti n = 8 i n = —12. Moguénost n = —12 otpada jer je n broj stranica

pravilnog mnogougla. Dakle, mora biti n = 8. Kako je broj dijagonala pravilnog mnogougla dat sa D,, =
n(n —
2

3
), vidimo da je Dg = 20 i Dgy4 = D12 = 54. Uveéanje broja dijagonala je tada 54 — 20 = 34. a
Zadatak 32. Odrediti najveci prirodni broj n takav da je broj n? 4 2020 djeljiv sa n + 20.
Rjesenje: Ako je broj n? + 2020 djeljiv sa n + 20, postoji prirodan broj k takav da je
n? + 2020 = k(n + 20) .

Sada imamo

n? +2020 = k(n +20) <= n? — 202 + 20% 4 2020 = k(n + 20)
— (n—20)(n + 20) + 400 + 2020 = k(n + 20) <= k(n + 20) — (n — 20)(n + 20) = 2420
< (n+20)(k —n+20) = 2420 .

Najveci prirodan broj za koga ¢e vaziti posljednja jednakost je onaj za koga je zadovoljeno

n+20=2420 i k—n+20=1.
1z ovoga vidimo da je n = 2400 i k = 2381. Dakle, trazeni broj je n = 2400. a
Zadatak 33. Definisimo funkciju f : N = N na sljedeéi nacin

+1 ; zan parno

=3 g ={ 007

; Za m meparno

Izracunati f(2021).
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Rjesenje: Da bismo dobili perspektivu kako se ponasa ova funkcija, izracunajmo vrijednosti funkcije za
prvih nekolikoprirodnih brojeva.

f() =3,

f2)=3+1=4,
fB)=4+2=6,
fA) =6+1="1.

Kao §to vidimo, kada god n naraste i postane paran broj, vrijednost funkcije se poveca za 1, a kada postane
neparan broj, vrijednost funkcije se poveca za 2 u odnosu na prethodni nivo. Dakle, da bismo dobili
vrijednost funkcije za bilo koji broj n, prosto moramo odrediti koliko ée puta n postati paran broj i broj
puta kad ¢e n postati neparan broj, u toku rasta od 1 do broja odredenog funkcijom. Tako na primjer, za
n = 17 imamo

f(17):f(1)+<#)~1+<#>-2:3+8+16:27.

Sada samo treba ovu logiku primijeniti na broj 2021. U rastu broja n od 1 do 2021 paran broj se javlja
1010 puta, a neparan takoder 1010 puta. Odatle je

£(2021) = £(1) + 1010 - 1 + 1010 -2 = 3 + 1010 + 2020 = 3033 .
O

Hamzié Ismar, 2, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢ “ Gradacac

Zadatak 34. Dokazati jednakost

(4+V15)- (V10— v6) - \/4 - V15 =2.

Rjesenje: U dokazivanju postavljene jednakosti krenimo od lijeve strane koju ¢emo kvadrirati i pokazimo
da je ona jednaka 4.

(4+\/ﬁ)2-(mﬂ/6)2'< 47\/ﬁ> -

= (4+V15) - (4+V15) - (4 — V15) - (V10 — V6)?
= (4+V15) - (4° - (V15)%) - (V10 - V6)?

= (4+V15) - (16 — 15) - (v/10 — v/6)?

= (4+ V15) - (V10 - V6)?

= (44 /15) - (10 — 2- V60 + 6)

= (4+V15)- (16 —2-V4-15)

= (44 15) - (16 — 4 - V/15)
= (4+V15) - 4(4 — V15)
— 4(4% — V15?)
=4(16— 15) =4

O

Mugkanovié Tarik, 2¢, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢ “ Gradacac
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Zadatak 35. Rijesiti jednacinu:
8. 3VEte — gv _ gvetl

RjesSenje: Definiciono podruéje zadatka je x > 0 i imajuéi to na umu, imamo

8. 3VEtr —gr _gVEtl o g.3VEtT _gv_g.9V®
= 8.3VEtT — 3% _ .32V /. 32VE
= 8. 3VETTT2VE 3202V _ g
2
<:>8-3Z—ﬁ=(3z—ﬁ) —9.

Sada uvedimo smjenu 3%~ V% = ¢. Iz posljednje jednakosti imamo
St=12-9 <= t?-8t-9=0 < (t—-9)(t+1)=0.

Dakle, t = 9ili t = —1. Primjetimo odma da je rjeSenje t = —1 nemogudée jer bi tada moralo biti 3*~V* = —1
(a® > 0 za a > 01 bilo koje x). Dakle, ostaje jedno rjeSenje ¢t = 9 iz koga sada dobijamo da mora biti
37~V = 9. Ovo je ekvivalentno sa 3TVE = 32 iy ¢ega zakljucujemo da mora biti z — /x = 2, to jest
v = x — 2. Posljednje nam daje uslov da je x —2 > 0 (jer je v/z > 0), odnosno da je z > 2. Pod ovim
uslovom smijemo kvadrirati jednac¢inu v/z = x — 2, ¢ime dobijamo jednac¢inu

r=(x-2)? <= rz=2" 42 +4 <= 2° - 5r+4=0 <= (z—4)(x—-1)=0.

Rjesenja posljednje jednacine su = 4 i z = 1, a zbog uslova (z > 2) imamo jedinstveno rjesenje polazne
jednacine z = 4. a

Mulahalilovié Amila, 4b, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac
Zadatak 36. Odrediti najmangu vrijednost polinoma
P(z,y) = 2% — 22y + 6y* — 122 + 2y + 45 .
RjeSenje: Za pocetak nam je potrebno poznavanje formule
(a—b—c)?=a?+b*>+ c — 2ab — 2ac + 2bc .

Kako treba pronaéi minimalnu vrijednost polinoma P(x,y) = 22 — 2xy + 63> — 12z + 2y + 45, krenimo od
jednakosti

(z—y—6)°=2"+y*+36—2zy — 120+ 12y .
Nije tesko vidjeti da polazni polinom P(z,y) moZzemo transformisati u sljedeéi oblik
Px,y)=(x—y—6)2+5y> —10y+9=(z—y—6)°+51>—2y+ ) +4=(x—y—6)2+5(y—1)*+4.
Sada je o¢igledno da ¢e minimalna vrijednost polinoma P(z,y) biti onda kada je zadovoljeno

r—y—6=0
y—1=0.

Iz druge jednacine direktno dobijamo da je y = 1, a koristeé¢i onda i prvu jedna¢inu dobijamo da je z = 7.
Minimalna vrijednost polinoma P(x,y) se dostize za (x,y) = (1,7) i ona iznosi P, = P(7,1) = 4. O

Hasié¢ Naida, 2, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac
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Zadatak 37. Duvije prave paralelne sa osnovicom trapeza dijele njegove krakove na tri jednaka dijela i dati
trapez na tri trapeza. Izracunati povrsinu “srednjeg” trapeza, ako su povrsine “krajnjih” trapeza respektivno
P i Ps.

RjeSenje: Oznacimo sa Py = Papyk, te sa Po = Prynep.
Takode oznac¢imo: Pl/ = PFBJ\4H7 Plll = PEFHG, le = PAEGK- Onda Vl“ij()di

PL=P +P/+P/... ... (1).

Dalje, oznacimo sa P, = Prneop.
Oznac¢imo sa: Py = Pync, Py = Prjep, Py’ = Prrp. Onda vrijedi

Py=P,+P)/+P)...... (2).

Oznacimo sada povrsinu ”srednjeg” trapeza sa P3 = Pgynr. Takode oznac¢imo: P = Pyuyng, Pj =
PGHJ[7 Pé" = PKGIL~ Onda Vrijedi

Py=P,+P/+P/...... (3).
Dopunimo trapez ABCD do pravougaonika ABRU.
Us b, oo <R
I I !
o |
I I !
r LB J! N Q
I I |
I I !
A By
I I !
5 K G o M P
7 A | |
P P P P
g i l
A s s B
Slika 1: Slika za zadatak 37.
Posmatrajmo AMBP i ANJNC. Pokazimo da su oni podudarni.

Vidimo da je £ BMP = £JNC' (uglovi s paralelnim kracima), te {MBP = £ANCJ (uglovi s paralelnim
kracima), i CN=MB (zbog toga $to paralelne prave T'Q), SP dijele svaki krak zadanog trapeza na tri jednaka
dijela. Dakle, iz

ABMP = £JNC, BM =CN, {MBP = ANCJ,

zakljuéujemo, na osnovu stava USU (dva trougla su podudarni ako imaju istu po jednu stranicu i podudarna
po dva para uglova koji leZe na tim stranicama), da vrijedi

AMBP = AJNC.
Iz podudarnosti prethodnih trouglova slijedi M P = JN. Dalje, iz HP = JQ i MP = JN slijedi da je

HM = NQ.
Posmatrajmo sada OHMNJ i ONQPM. Pokazimo da su oni podudarni.

HJ=QP(= g)ﬂM =NQ,MN = MN,JN = MP,{HMN = {MNQ

=

= OHMNJ =~ ONQPM.
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Napomenimo samo da je L{HMN = AMNQ jer su to uglovi sa paralelnim kracima. Dakle, prethodni
Getverouglovi su podudarni zbog svih jednakih stranica i svih jednakih uglova (svaki od ovih ¢etverouglova
je ve¢ imao po dva para pravih uglova; za podudarnost svih uglova dovoljno je bilo pokazati podudarnost
jos jednog para njihovih uglova). Iz toga zakljuéujemo

Puyng = Pygru(= Py).
Kako je, ocigledno

Pypqgs = PrppH,
to mozemo pisati

Py+Py=P+ P

2Py =P+ P,
P+ P}
g71;2 ...... (4)

Dalje, posmatrajmo OFFHG,0GHJI,01JCD.
Zbog FEF =GH =1J,te FH =HJ = JC’( = %) zaklju¢ujemo da su povrSine posmatranih ¢etverouglova

jednake, pa mozemo pisati
" pll__ pl
P =P =P).
No, to onda znaéi da mozemo pisati

P// Pll
W:J%J- ...... (5).

Dalje, posmatrajmo sada lijevu (”zeleno-plavu”) stranu crteza. Pokazimo da je AK S A podudaran sa ALID.
Zbog

LSKA=KILD,KA=LD,{SAK = LLDI,
zaklju¢ujemo da zaista zbog stava USU vrijedi
AKSA= ALID.

Napomenimo da su navedeni uglovi podudarni kao uglovi s paralelnim kracima, a navedene stranice su
podudarne jer prave T'Q, SP dijele svaki krak zadanog trapeza na tri jednaka dijela. Iz podudarnosti tih
trouglova slijedi SK = LI.

Dalje, zbog SG = T1I, te SK = LI zaklju¢ujemo KG = TL. Zbog podudarnosti prethodnih trouglova
mozemo pisati

Pgsa = Prip(=Py').

Posmatrajmo sada ¢etverouglove: OKGIL, OT LK S. Pokazimo da su oni podudarni. Zbog

KczﬂunzTﬂ:g)u:sKKL:KLﬂKG:ﬁmT

=
OKGIL =2 OTLKS.

Iz toga slijedi Pxgrr = Proixs(= Pj§’). Sada, kako je o¢igledno Psgrr = Paggs, to mozemo pisati

Pé// _"_ P/// — P1/// + P2///
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111 111 "
2P =P" + P,

P/// P///
Py — % ...... (6).

Sabirajuéi sada (4), (5), (6) dobijamo

PL4 Pyt Py P P Y
5 .

Zbog (1), (2), (3) prethodna jednakost postaje

Py+ Py + Py =

P+ P.
pgz%_
O

Baraé¢ Una, 2a, JU Gimnazija ”Mustafa Novali¢” Gradacac

Zadatak 38. Dokazati da za ma koji prirodan broj n veéi od 1 vazi nejednakost

1 n 1 g 1 - 13
n+l n+2 2n = 24

RjeSenje: Dokaz ¢emo izvesti potpunom matemati¢kom indukcijom.
Korak 1: Induktivna baza
Za n = 2 imamo

1+1>13 N 7 >13 N 14>13

3 47 24 12~ 24 247 247
§to je ocigledno tacna nejednakost.
Korak 2: Induktivna hipoteza
Pretpostavljamo da je tvrdenje tacno za n > 2, to jest vrijedi

1 . 1 T 1 S 13
n+1l n+2 2n = 24
Korak 3: Induktivni korak
Dokazimo nejednakost za n + 1.

1 1 1 1 1 1 1 1 1
na2 nas o) Taal nrz T et T2t
S, 1 11 13 24244120041

24 2n+1 2n4+2 n+1 24 22n+1)(n+1)

13 1 13

=t > .
U T Dt ) 4
Na osnovu principa matematicke indukcije tvrdenje je tacno za svaki prirodan broj n > 2. a

Hodzié Lejla, 4, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac

Zadatak 39. Odrediti sve vrijednosti ugla o u segmentu 0 < o < 27w, za koje je nejednakost
. 1\ 5 .
smoz—&—§ z*—(2sina—3)z+1>0,

ispunjena za svako x € R.
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Rjesenje: Za kvadratni trinom az? + bz + ¢ koji je uvijek pozitivan vrijedi a > 01 D = b? — 4ac < 0.
U postavljenom zadatku ove dvije nejednakosti daju
sino + ! >0
ina+ =
2

1
(—(2sina — 3))? — 4(sina + ) 1<0.

1
Rjesavanjem prve nejednakosti imamo sin v > 5 odakle dobijamo da mora biti, vode¢i racuna o uslovu
iz zadatka

s 117
el0,—|U|l—.,2n|=1.
¢ ( 6) ( 6 ”) 1
Za drugu nejednakost imamo,

1
(—(2sina — 3))? — 4(sina + 3 1<0 4sin? a — 12sina + 9 — 4sina — 2 < 0
<= 4sin®a — 16sina+7<0.
Posljednja nejednakost je kvadratna nejednacina po sin o, éija je diskriminanta D' = (—16)2 —4-4.7 = 144.
Sada imamo,

1612 443

8 2

sinag g =
. . 7 .
odnosno sin oy = 3 isinag = 5 Na osnovu ovoga je

1
4sina — 16sina+7< 0 < <sina—§) <sina—;> <0

U rjesavanju posljednje nejednakosti razlikujemo dva slucaja:

Slucaj I:
i 1<0" 7>0<:>’ <1" >7
sina — 5 I sina—g sina < 5 1 sina> 5.
Ocigledno zbog drugog uslova ovaj slu¢aj nema rjesenja (sinx < 1).

Slucaj II:

i L >0 i si ’ <0 < si > LI < ’
SN o« B 1 SIin« B SN & B 1 S« B .
T 5w

1
Dakle, mora biti sin o > > Sto je ekvivalentno uslovu o € <E7 F) = I5. Presjek skupova I; i I nam daje

konagno rjesenje,

T 5w
Lnh= (E’F) )

Y
dakle, c € | —, — ). O
akle, « (6 6)

Mehanovié Adna, 4, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac

Zadatak 40. Zbir tri broja je 114. Oni se mogu posmatrati kao tri uzastopna élana geometrijskog niza ili
kao prvi, ceturti i dvadesetpeti élan aritmetickog niza. Odrediti ove brojeve!
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RjesSenje: Oznacimo ta tri broja kao ¢lanove aritmetickog niza a1, a4 1 ags. Tada vrijedi
a1+ ag+ags =114
aj = aj - ass

Koristedi se zakonitostima aritmetickih i geometrijskih nizova ovaj sistem dvije jednacine sa tri nepoznate
(a1,a4 1 azs) mozemo transformisati.
a1+a1+3d—|—a1 +24d =114
(a1 +3d)* = a1 - (a1 + 24d)

Sto nakon sredivanja daje sistem dvije jednacine sa dvije nepoznate (a; i d)
a1 +9d =38
d? —2da; =0

Iz druge jednacine, koju mozemo zapisati i sa d(d — 2a1) = 0, zaklju¢ujemo da imamo dva slucaja:
Slucaj I:
d = 0. Tada je a1 = a4 = a5 = 38.
Slucaj II:
38
d = 2a;. Ubacujuéi ovo u prvu jednacinu sistema imamo da je a; + 18a; = 38, to jest a; = — = 2. Tada

je d =4, a time su odredena i preostala dva broja, a4 = a1 + 3d = 14 i ass = a; + 24d = 98. Dakle, rjesenje
zadatka je

(a17 Gy, a25) € {(387 38a 38)’ (27 147 98)} .
O

Pekari¢ Selma, 4, JU Gimnazija ,Mustafa Novali¢“ Gradacac
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Rjesavatelji zadataka 31 — 40 i nagradnih zadataka

Osnovna $§kola

OS ”Sveti Franjo” Tuzla, Zepi¢ Lana (7a): 31, 32, 33, 34, 37, 40;

Srednja skola
Gimanzija ””Mustafa Novali¢” Gradacac - sljedeéi ucenici: Hamzi¢ Ismar (2r): 33.; Mujkanovié Tarik (2r):

34.; Mulahalilovié Amila (4r): 35.; Hasié Naida (2r): 36.; Baraé Una (2r): 37.; HadZié Lejla (4r): 38.; Mehanovid
Adna (4r): 39.; Pekarié¢ Selma (4r): 40.

Nagradni zadatak: Problem desetocifrenog broja

Nema pristiglih rjesenja Nagradnog zadatka!
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